ANALISIS BIOMECANICO CON ELEMENTOS
DE CONTORNO. s
APLICACIONES EN COLUMNA VERTEBRAL Y REMODELACION OSEA

Félix Manuel Nieto Ruiz
Yomar Gonzdlez
Miguel Cerrolaza Rivas

comp/AS\



ANALISIS BIOMECANICO CON ELEMENTOS
DE CONTORNO. o
APLICACIONES EN COLUMNA VERTEBRAL Y REMODELACION OSEA

Avutores:

Félix Manuel Nieto Ruiz
Yomar Gonzdlez
Miguel Cerrolaza Rivas



ANALISIS BIOMECANICO CON ELEMENTOS
DE CONTORNO.
APLICACIONES EN COLUMNA VERTEBRAL Y REMODELACION OSEA

Autores:

Félix Manuel Nieto Ruiz
Instituto Nacional de Bioingenieria, Universidad Central de Venezuela. Venezuela

Yomar Gonzdlez
Facultad de Ingenieria Industrial, Universidad de Guayaquil. Ecuador
Instituto Nacional de Bioingenieria, Universidad Central de Venezuela. Venezuela

Miguel Cerrolaza Rivas
Universidad Politécnica de Cataluia. Espaia
Instituto Nacional de Bioingenieria, Universidad Central de Venezuela. Venezuela

comp/;\ﬁ

Primera edicion: diciembre 2018
© Ediciones Grupo Compds 2018
ISBN: 978-9942-33-091-8

Diseno de portada y diagramacion:

Grupo Compds

Este texto ha sido sometido a un proceso de evaluacion por pares externos
con base en la normativa del editorial.

Arbitraje realizado por el Centfro de Desarrollo Cientifico y Humanistico de
la UCV, a través de su departamento de publicaciones.

Quedan rigurosamente prohibidas, bajo las sanciones en las leyes, la
produccion o almacenamiento total o parcial de la presente publicacion,
incluyendo el diseno de la portada, asi como la transmision de la misma
por cualguiera de sus medios, tanto si es electrénico, como quimico,
mecdnico, 6ptico, de grabacion o bien de fotocopia, sin la autorizacion
de los titulares del copyright.

Cita.
Gonzdlez, Y, Nieto, F, Cerrolaza, M, (2018) ANALISIS BBOMECANICO CON
ELEMENTOS DE CONTORNO. APLICACIONES EN COLUMNA VERTEBRAL Y

REMODELACION OSEA, Editorial Grupo Compds, Guayaquil Ecuador, 182 pag



CAPITULO T eeee e eeveesessessessessessessessessessessessessessessessessessesseseeseesseseenes I3

INTRODUCCION Y ESTADO DEL ARTE.......cuoueeeiincececeeiisscenenesesssssssssassesesnns [
1.1 Antecedentes y estado del arte......... oot ceeeeeeaaees 6
1.2 Organizacion de €ste lIbro...........ueeeeeeeereeeceeeereeeecteeereeeteeeseeeesaeeeaeessseenns 8
CAPITULO 2. BIOMECANICA DE LA COLUMNA Y DISCOS VERTEBRALES ......... 10
2.1 INITOAUCCION ...ttt ste e seeesae s sae e saessae e aessaesssessbasssasssasnsanns 10
2.2 Biomecdnica de la columna vertebral..............cccoeeeeeeeecerceecenceeceeeenenne 10
2.2.1 Extension, inclinacion y rotacion del raquis lumbar..................cceuueenn.e. 16
2.2.2 Modelos biomecdnicos para la columna vertebral..................cccuuee... 22
2.2.2.1 Un modelo bidimensional...............ccccoorrrriiiiiiiiiiirnneneeeeeeneeccsssnneeeeeens 25
2.2.2.2 Modelo tridimensional de Schultz ................cccooviiiririiiiiiiiiiicinneeeeeen. 31
2.2.2.3 Modelo tridimensional de BogduK...........ccccoeiiviiiiiiiiiiiiiiiicccccccccccceeene 34
2.2.3 Morfologia VErtebral .............ooeeeeieeeeeieceecteecteeereeesaeeeteeeaeeeaeeessnenns 36
2.3 El disco intervertebrdl ...........cc o eiiiiiiiiiineeeeeeeeccccnrreeeee s sessnnneeeeeees 38
2.4 Nutricion del disco intervertebral.............cueeeeieeceeceeceececcecceee e 40
2.5 Enfermedades y patologias del disco intervertebral..................ccuuuenee.. 41
CAPITULO 3. EL METODO DE ELEMENTOS DE CONTORNO EN ELASTICIDAD Y

POROELASTICIDAND........cccouttieeeereeeeeecnneeeeeessnneeeesssneeessssssseesssssssessssssnssssssssnsases 43
.1 INITOAUCCION ...ttt te e ree e cee e ste s stessae e aessaessbasbesssessaasnsans 43
3.2 Elasticidad liN@Ql ...........eeeiiiiiiiieeeieeeeccccrrreeeeseeecccsnneeeeeesesssssssssnnnnasanns 44
T2 I (0= fo Ted (o] 4 Y=Y 3o [N =Yo [V]11] o] £ T NN 44
3.2.2 Ecuaciodn integral: identidad de Somigliana..............cooveeeveereeeeeeennene 49
3.2.3 Identidad de Somigliana para puntos en el contorno........................... 50
3.2.4 DISCIEtiIZACION ...ttt cte e cte e ste e sae s stessaessaessae s basssessaesnsans 54
3.2.5 Implementacion NUMETICA ........cuuiiciiieiiiricieecceee e ecesrecessseeesseeenans 57
3.2.5.1 Integrales NO SiNQUIArES........... i 57
3.2.5.2 Integrales SINQUIAIES ........ . eaee 58
3.3 Regiones iNfiNitAs......cccoiiiiiiiiccrcrrccrcr e 59
3.4 Poroelasticidad axiSimEtrica..........ceeveereereeceeieeceececceece e ecreeceeeaens 60
3.4.1 FOIMUIACION .......oceveeeeecteetecteecteesteecaeesaeesaessaessaesssessaesssessasssasnsesssassanns 60



3.5 Funciones de forma globales y soluciones particulares .......................... 64

3.6 Ejemplo numérico: consolidacion de esfera saturada...................ueeu..... 68
CAPITULO 4. FORMULACION INTEGRAL DE LA ECUACION DE DIFUSION-

CONVECCION-REACCION .....cccoioiriiiecireteeeesnreeeescssneeeeesssseeessssssssessssssasssssnns 71
4.7 INITOAUCCION ...ttt ee e seeesae s stessaessae e aessaessbessbasssasssasnsanes 71
4.2 Ecuacién de difusion-conveccion-reaccion.............cccceeeeeceecreecveeceeennnnns 72
4.3 FOrmulacion int@gral............ccueeeeeeeveeeeeeiieeieeeneeeseeesseeesseeessseesseeesssesssnens 73
4.3.1 Solucion fuNndamentdl............ccueeeeeeieeeeeneeecieecee et e cee e e e teesteesaeesaeens 74
4.4 Formulacion integral para puntos en el contorno.............cceeeeeeeuveennene 84
4.5 Discretizacion de la frontera.............coeeeeeceeeceeceeceecee ettt ceeeeaens 89
4.5.1 Elementos constantes........ccccciiiiiiiiiiiiiiiiiiirc s 21
4.5.2 Elementos lineales...........oooeiiiiiiiiiiirereeeeeeeccccrnneeeeeeeesesessnnneeeseens 93
4.5.3 Elementos de orden SUPEIION ..........ueceiiiiiiiiieetiecceeeeeeeeeeeeeennneeeeeeeeeessssnnes 929
4.6 INteGracion NUMETICA .........oceeeereeeeeeeeeeeteeetreeaeeeeeeeseeeseeesaeeesseeesseesssens 103
4.6.1 Integracion NO SINQUIAL ............c..eceeeeeeereeeirreeereesereeseeeaeeesaeessseessseeessens 103
4.6.2 Integracion SINQUIAF .............ueeveeeeeeieeeeeetreereeeeseeeesseeeseessseessseesssessssens 108
4.7 Integracién analitica de las soluciones fundamentales u xy q * ........... 111
4.8 Método de Reciprocidad DU ...........ccueieeeueeiieeeeeiieeecreeccnreeesereeeeseeens 116
4.9 Funciones de forma globales ............. i 118
4.9.1 Funciones de forma en coordenadas cartesianas............ccccceeeeennnnnee 118
4.9.2 Funciones de forma para el caso axisimeétrico ...........eeevvveeeveeeennnn. 120
4.10 Implementacion NUMETICA ........ccouviieeiriiieecieeceee e eessreeeesreeas 123
4.11 Integracion en el HeMPO..........ueceeeeeeeeecreceeceeete e aeeeaeeesaeeesaees 127
4.12 Modelos con simetria axial..........ccceceeeeeeieecieceecreeeeeeeceecee e 128
4.13 MUHIPIES T@QIONES ......eoeeeeenreeerreeereetreeteeetreeareeseeeseeeseeesseesssessssessssens 131
4.14 EJeMPlOS NUMETICOS .....cc.uveereeerreerreeireeertreesreessreesseessssessssessssessssssssessssens 133
4.14.1 Flujo de calor sobre placa en L. 133
4.14.2 Conveccidn-difusion entre dos esferas...........ccceevveerveeveecceecreecceenneenne. 134
4.14.3 Transferencia de calor con conveccién en un tubo.......................... 136
4.14.4 Conduccion de calor fransiente .............ccooeeeeeieceeeciecceeeeeceeeeeeeee 138



CAPITULO 5. METODO DE ELEMENTOS DE CONTORNO.........c.coceveruererrerereenen. 141

5.1 INITOAUCCION ...ttt cte e e e se e e e s e e e s e e e e s an e ne 141
5.2 Difusién de nutrientes usando el Método de Elementos Finitos ............. 141
5.3 Modelo de nutriciéon del disco intervertebral con el MEC ...................... 145
5.4 Resultados NUMETICOS Y diSCUSION...........eeeevueiiiiiiriitirecreeccneeeeareeeeneeees 150
DISCO SANO.....ciiiereeeieeeecccerreeeeeeeeeessssnnneeeeesessesssssnssnsesessessssssssnnnssasassssssses 150
5.5 Disco con fractura de la placa cartilaginosa............cccoevvveveiiiiiiiiiicccnnne. 155
5.6 Efecto de las cargas diNAMICAS ...........eeeveeeeveereeeereeereeeneeeeeeeeeeeesaeeeseees 157
CAPITULO 6. OTRAS APLICACIONES DEL MEC ........coovememmereieccecnenenenesnaenes 164
8.1 INTOAUCCION ...ttt e cte et eere e e as e seeeaeesaeeesaennan 164
6.2 Remodelado 850 eXterNO ..........ccccceeceeeeeceeceeceeceecee e eeeeaeeeaeeeaeas 164
6.2.1 Formulacion y QlgoritmOs..........c..eeeueeeeeeeureeeeeeeeeeeeeneeeeeeessseeessesesnens 165
6.2.2 Representacion con superficies B-spline..............coueeeeueeerueeerveeerueeennnns 168
6.3 Consolidacion GSEq..........cueeeeeceeeeeeceeeeceeceecte e e e ereeereeereeeae e sae e e e enaean 173
6.3.1 Formulacion y modelo axiSimeétrico..........cccuvevvureevvureecieeeccveeessneeeenns 174
6.3.2 ReSURAAOS NUMETICOS.......c..cecueeeeeceeeieeeteeereeeteecteeeteeeaeesreeeseesssesaseesaennnas 175
6.4 Piezoelectricidad en la curacion de fracturas...........cccccveeveceeceecnennen. 177
6.4.1 Formulacion y ecuaciones bASICAS ...........ccoueeeeerereeiieeeecieeecnreeenseeeenns 178
6.4.2 ResUAAOS NUMETICOS.......cccueeeeeeeeeeeeceeceeceecte et eteecreeeseesaeesaa e e e eeneas 179
CAPITULO 7. REFERENCIAS ........oeeneceeeeeeiecncsesesetssssssssssessssssssssssssssssssssasans 182



CAPITULO 1
INTRODUCCION Y
ESTADO DEL ARTE



Carlos Barros
CAPÍTULO 1 
INTRODUCCIÓN Y 
ESTADO DEL ARTE


CAPITULO 1.
INTRODUCCION Y ESTADO DEL ARTE

1.1 Antecedentes y estado del arte

Un tema que reviste especial importancia y alto impacto en la sociedad es la
demanda creciente de implantes (protesis). Cualquier reduccion en los costos
asociados que se consiga mejorando el desempefio de los implantes, serad
bienvenida y serd muy beneficiosa para el conjunto de la sociedad. Por tanto, el
alargamiento de la vida util de los implantes y la mejor comprension del
funcionamiento de tejidos biologicos son factores decisivos en la calidad de
vida de pacientes, ya que a mayor duracion del implante menor serd la necesidad
de reemplazarlo. Especialmente en el caso de gente de avanzada edad, éste
resulta un topico muy sensible.

En consecuencia, el refinamiento y mejora de técnicas computacionales y
experimentales de andlisis y disefio de implantes contribuird a comprender
mejor el comportamiento de los mismos, asi como la interaccion implante-
hueso. Este ultimo factor es clave en el desempefio de implantes. Durante las
ultimas tres décadas se ha realizado mucha investigacion, tanto basica como
aplicada, para modelar y simular mejor esta interaccidén. Sin embargo, todavia
no se tiene un conocimiento pleno y detallado de muchos mecanismos y
procesos que ocurren en la interaccion hueso-implante. Los niveles de esfuerzos
y deformaciones causados por cargas fisioldgicas (y patoldgicas) dentro del
cuerpo humano estan todavia lejos de ser ubicados en un escenario realista. Es
decir, la comunidad cientifica internacional todavia no dispone de los modelos
tridimensionales y herramientas computacionales que puedan describir
exhaustivamente el comportamiento en la interface entre el implante y el tejido
6seo.



Algo similar ocurre cuando se analiza la respuesta de tejidos biologicos frente
a la absorcién de nutrientes y/o substancias necesarias para su correcto
desempeio. Diversas técnicas numéricas son empleadas para modelar este tipo
de fenomenos que involucran especialistas en areas como la Ingenieria,
Biologia, Quimica, Fisica entre otras. Dichas técnicas se caracterizan por
encontrar soluciones al problema en estudio las cuales permiten realizar
predicciones sobre el mismo.

El 4rea de la mecanobiologia computacional, aplicada al estudio de tejido
biologico ha implementado simulaciones principalmente en andlisis por
elementos finitos (MEF) y elementos de contorno (MEC). Uno de los procesos
biologicos de interés es el estudio del transporte de masa, entrega de
medicamentos, nutrientes, entre otros, en zonas especificas del cuerpo y su
posible aplicacion a problemas de comportamiento celular.

En particular, la entrega de nutrientes dentro de los discos intervertebrales,
es un tema de importancia ya que esta estructura contribuye al normal
desempeiio de la columna vertebral, la cual sirve de soporte al cuerpo. El disco
esta dividido por varios tipos de tejidos, en los cuales las células presentes
requieren ciertos nutrientes para su normal funcionamiento, cualquier anomalia
(hernias o nodos de Schmorl, entre otras patologias) puede causar muerte
celular lo cual compromete la funcion del disco que es servir de soporte a las
vértebras para evitar el contacto entre ellas.

Una vez ocurre la fractura 0sea, se activa un proceso natural para repararla,
de forma que la curacion de la fractura estd asociada a la generacion de tejidos
intermedios hasta su osificacion. El Método de los Elementos de Contorno
(MEC) ha sido también utilizado para simular estos procesos demostrando su
habilidad y potencial.

Es asi como el desarrollo de la mecanobiologia computacional se ha
incrementado, encontrandose simulaciones en entornos del MEF y del MEC.
Muchos trabajos pueden ser citados, en dreas como fracturas y simulacion o6sea
(Muller-Karger, 2002; Doblaré et al., 2004; Gonzalez, 2007; Gamez, 2008;
Gonzalez & Cerrolaza, 2008; Gonzalez et al., 2009) influencia del calor en los
tejidos (Lu et al., 1998), remodelado 6seo (Zeman, 2005; Annicchiarico et al.,



2007; Martinez, 2004; Martinez et al., 2006; Martinez y Cerrolaza, 2006;
Carrero, 2014), crecimiento 6seo (Garzon et al., 2012; Wessel et al., 2004) y
problemas de transporte de masa (Soukane et al., 2009; Ferguson et al.,2007).

Muchos problemas de ingenieria y de ciencias aplicadas son usualmente no
lineales y dependientes del tiempo, con lo cual se requieren formulaciones
robustas. En el MEC, estas técnicas ya estdn disponibles y se conocen como el
M¢étodo de Reciprocidad Dual (Patridge et al., 1992). En el area de
poroelasticidad lineal han sido ya utilizadas con éxito (Park y Banerjee, 2007),
mientras que en analisis de difusion-conveccion-reaccidon, los trabajos de
Ferragut et al. (2007) han modelado con éxito estos problemas. El MEC
también muestra muchas ventajas siendo una de ellas su gran precision en la
solucion en puntos internos y sobre el contorno cuando se analizan ecuaciones
acopladas en problemas de multiples dominios (Dargush y Banerjee, 1991; Beer
et al., 2008).

Los problemas de consolidacion de fracturas han sido también estudiados
previamente utilizando biomecéanica computacional. La mayoria de los modelos
computacionales estan basados en métodos de dominio como el MEF,
analizando los niveles de tensiones y deformaciones que aparecen en diferentes
tejidos humanos. A su vez estos niveles estimulan la diferenciacion celular y la
osificacion del tejido, consolidando la fractura. Los autores de este libro han
propuesto modelos del MEC poroelasticos y axisimétricos para modelar el callo
0seo, donde ademas se incluyd la presion intersticial de poros (véase el Capitulo
6). Los resultados fueron excelentes, cuando se compararon con analisis previos
por el MEF realizados por otros autores como Claes y Heigele (1999) y Lacroix
y Prendergast (2002).

1.2 Organizacion de este libro

Este texto estd orientado a investigadores en el area de la biomecanica
computacional, asi como a cursos de pre y postgrado en biomecanica.

En el Capitulo 1 se hace una breve exposicion de la importancia de
comprender mejor los procesos en tejidos bioldgicos, los cuales son factores
clave para poder descifrar el comportamiento de las interfaces hueso-implantes.



El Capitulo 2 se concentra en la biomecanica de la columna vertebral y de los
discos intervertebrales, haciendo hincapi¢ en modelos biomecéanicos para
analizar la columna y en la importancia del modelado de la difusion de
nutrientes dentro del disco.

Por su parte el Capitulo 3 se ocupa de presentar la formulacion del Método
de Elementos de Contorno (MEC) para problemas elasticos y poroelasticos,
discutiendo aspectos importantes como la discretizacion del contorno y la
obtencion de soluciones fundamentales.

El Capitulo 4 discute la formulacion basica por métodos integrales para
problemas de difusion. Se analizan modelos con simetria axial y se presentan
algunos ejemplos numéricos de difusion, conduccion y conveccidn de calor.

En el Capitulo 5 se propone un modelo axisimétrico de difusién de nutrientes
en discos intervertebrales con elementos de contorno. Se discuten asimismo los
resultados en discos sanos y discos con alteraciones patologicas.

El Capitulo 6 contiene otras aplicaciones del MEC en problemas de
biomecadnica computacional que analizan problemas de remodelado Oseo,
consolidacion dsea y efectos de la piezoelectricidad en la curacion de fracturas.

Finalmente, esta obra contiene una extensa y completa lista de mas de 110
referencias bibliograficas, las cuales seran de gran ayuda para el lector curioso
e interesado en profundizar en los conceptos y el estado del arte del analisis
biomecanico con elementos de contorno.
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CAPITULO 2. BIOMECANICA DE LA COLUMNA Y
DISCOS VERTEBRALES

2.1 Introduccion

En este capitulo se describird la biomecanica de la columna vertebral,
como parte esencial del esqueleto que brinda soporte y ayuda a distribuir las
cargas propias del cuerpo. La columna est4 dividida en varias secciones y éstas
a su vez en vértebras las cuales estan separadas por estructuras denominadas
discos intervertebrales (DIV), que evitan el contacto directo entre vértebras. Los
discos intervertebrales son estructuras avasculares por lo que las células que
conforman los diferentes tejidos estan inmersas en ambientes pobres en
oxigeno. Los mecanismos para la entrega de nutrientes a las células dentro del
disco comprenden un equilibrio entre el manejo de las cargas mecanicas y la
dinamica del fluido dentro del disco, es decir, por la expulsién del fluido fuera
del disco por accién de la carga y el reingreso del mismo en ausencia de carga.
El desbalance de este delicado equilibrio puede causar degeneracion del disco.

2.2 Biomecanica de la columna vertebral

La columna vertebral es la responsable de mantener erguido el dorso tanto al
estar de pie o sentado, soportando el peso de la cabeza, el cuello y el tronco, y
es responsable de transmitir la carga a las extremidades inferiores. Ademas sirve
como sostén y transmitir cargas y protege la medula espinal, ofreciendo una via
de paso para los nervios. En el caso de un adulto, la columna est4 constituida
por 26 huesos: 24 vértebras, el sacro y el coccix. La columna puede ser dividida
en regiones desde el crdneo la zona cervical, tordcica, lumbar, sacra y el coccix,
como muestra la Figura 2.2.1.
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CURVAS ESPINALES REGIONES VERTEBRALES

toraxica

Lumbar

Sacra

EJ La mayor divisién de la columna
vertebral, muestra las cuatro
curvas espinales de un adulto

Figura 2.2.1. Columna vertebral: a) regiones y b) vista lateral de una columna real

(Martini et al., 2009).

Las vértebras de cada region presentan especificaciones anatomicas que
marcan diferencias funcionales entre ellas (Rachwan et al., 2008). Desde un
punto de vista biomecanico, la columna vertebral representa al eje del cuerpo
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que debe conciliar dos imperativos mecanicos contradictorios: la rigidez y la
flexibilidad. Para lograr esto, se conforma de multiples vértebras superpuestas,
unidas unas a otras por complejos sistemas de ligamentos y musculares (Figura
2.2.2).

Considerada en conjunto, la columna vertebral es rectilinea vista de frente o
de espaldas, mientras que en el plano sagital presenta cuatro curvas, orientadas
de abajo hacia arriba (véase la Fig. 2.2.3):

La curva sacra, fija debida a la fusion de las vértebras sacras. Esta curva es
de concavidad anterior;

La lordosis lumbar, de concavidad posterior;
La cifosis dorsal, de convexidad superior;

La lordosis cervical, de concavidad posterior

Figura 2.2.2. Eje raquideo y sistema de principal de ligamentos y musculos

(Kapandji, 2001)
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Una unidad vertebral funcional UVF de la columna vertebral estd dada
por dos vértebras tipo (que varian de acuerdo a su localizaciéon y a la magnitud
de las cargas que debe soportar) y el disco intervertebral.

\\\‘ \ X \\:k :
/8 73"':‘)31’%%%/5;1{3

/

b/
i,

(a) (b)
Figura 2.2.3. Sistema esquelético. (a) vista posterior. (b) vista sagital (Kapandji, 2001)

La existencia de curvas raquideas aumenta la resistencia del raquis a las
fuerzas de compresion axial. La resistencia de una columna con curvas es
proporcional al cuadrado del nimero de curvas mas uno. La importancia de las
curvas raquideas se puede medir mediante el indice raquideo de Delmas (Figura
2.2.4). Este indice s6lo puede medirse en un modelo biomecanico anatomico;
consiste en la relacidon existente entre la longitud alcanzada por el raquis desde
la meseta de la primera vértebra sacra hasta el atlas y la altura entre la meseta
superior de S1 y el atlas.

13
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Figura 2.2.4. Indice raquideo de Delmas (Kapandji, 2001).

El cuerpo intervertebral tiene la estructura de un hueso corto, semejante a un
cascarén con una cortical de hueso denso que rodea el hueso esponjoso. En el
corte coronal del cuerpo vertebral se distinguen a cada lado espesas corticales,
arriba y abajo se distingue la cara vertebral cubierta por una capa cartilaginosa,
y en el centro del cuerpo vertebral, trabéculas de hueso esponjoso que se
reparten siguiendo las lineas de fuerza. Estas lineas son verticales y unen la cara
superior y la inferior, u horizontales que unen las dos corticales laterales, o
también oblicuas que unen la cara inferior a las corticales laterales, como ilustra
la Figura 2.2.5

Figura 2.2.5. Corte coronal de vértebra con esquematizacion de trabéculas.

14



Con un corte sagital aparecen de nuevo dichas trabéculas verticales (véase la
Fig. 2.2.6.A), pero hay ademds dos sistemas de fibras oblicuas dispuestas en
forma de abanico. Por una parte, un abanico que parte de la cara superior, para
extenderse a través de los dos pediculos hacia la apofisis articular superior de
cada lado y a la apdfisis espinosa (Fig. 2.2.6.B). Por otra parte, un abanico que
parte de la cara inferior para repartirse a través de los pediculos hacia las apofisis
articulares inferiores y a la apo6fisis espinosa (Fig. 2.2.6.C). El entrecruzamiento
de estos tres sistemas trabeculares establece puntos de fuerte resistencia, pero
también un punto de menor resistencia, en particular un triangulo de base
anterior en el que solo existen trabéculas verticales (Fig. 2.2.6.D).

© (D)

Figura 2.2.6. Corte sagital de vértebras con esquematizacion de trabéculas.

Si se considera la estructura trabecular de los cuerpos vertebrales y de los
arcos posteriores, cabe asimilar cada vértebra a una palanca de primer grado
(Figura 2.2.7), en la que la articulacion interapofisiaria (1) desempena el papel
de punto de apoyo. Este sistema de palanca permite amortiguar las fuerzas de
comprension axial sobre la columna vertebral: amortiguamiento directo y
pasivo a nivel del disco intervertebral (2), amortiguamiento indirecto y activo
de los musculos de los canales vertebrales (3), esto a través de palancas
formadas por los arcos posteriores.
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Figura 2.2.7. Representacion de unidad vertebral como palanca de primer grado.

(1) articulacion interapofisiaria; (2) disco intervertebral; (3) canales vertebrales

La otra estructura importante de la unidad funcional es el disco intervertebral,
el cual consta de dos partes. Una parte central, el nucleus pulposus, formado por
una gelatina transparente que contiene 88% de agua y la sustancia fundamental
con base en mucopolisacaridos. Una parte periférica, el annulus fibrosus o
anillo fibroso, constituida por una sucesion de capas concéntricas, cuya
oblicuidad va avanzando de la periferia hacia el centro. Debido a esta
conformacion y si se toma el nucleo pulposo como esta esfera intercalada entre
dos planos, la conformacion del anillo fibroso absorbe energia y ayuda a
disminuir la magnitud del vector de carga sobre la siguiente vértebra.

ANILLO FIBROSO

DISCO INTERVERTESRAL

Figura 2.2.8. Disco intervertebral

2.2.1 Extensidn, inclinacion y rotacion del raquis lumbar

Durante el movimiento de flexion (Fig. 2.2.9.A) el cuerpo de la vértebra
suprayacente se inclina y se desliza ligeramente hacia delante en sentido de la
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flecha, lo que disminuye el grosor del disco en su parte anterior y lo aumenta
en su parte posterior. De este modo el disco intervertebral toma forma de cuiia
de base posterior y el niicleo pulposo se ve desplazado hacia atras.

Durante el movimiento de extension (Fig. 2.2.9.B), el cuerpo de la vértebra
suprayacente se inclina hacia atras y retrocede en el sentido de la flecha. Al
mismo tiempo, el disco intervertebral se hace mas delgado en su parte posterior
y se ensancha en su parte anterior, tornandose cuneiforme de base anterior. El
nucleo pulposo se desplaza hacia delante. Durante el movimiento de inflexion
lateral (Fig. 2.2.9.C), el cuerpo de la vértebra suprayacente se inclina hacia el
lado de la concavidad de la inflexion y mas grueso en el lado de la convexidad.
El ntcleo pulposo se desplaza ligeramente hacia el lado de la convexidad (Fig.
2.2.9.D).

(A) (B)

©) (D)

Figura 2.2.9. Esquema de movimientos intervertebrales.

Las amplitudes de flexoextension del raquis lumbar varian segin los
individuos y segun la edad. Por lo tanto, todas las cifras propuestas son casos
particulares o promedios. No obstante, se puede suponer (Fig. 2.2.10) que la
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extension que se acompaia de una hiperlordosis lumbar tiene una amplitud de
30° mientras que la flexion que se acompafia de un enderezamiento de la
lordosis lumbar tiene una amplitud de 40°.

/™

Jf-”
K__,,, .

A
d G)\%\\)

Figura 2.2.10. Amplitudes de extension y flexion lumbar (Kapandji, 2001).

Los trabajos de Albrook (1957) (Fig 2.2.11.A) permiten conocer la amplitud
individual de flexo-extension en cada nivel (columna derecha) y la amplitud
total y acumulada de la flexo-extension (columna de la izquierda) la cual es de
83° y bastante proxima a los 70° citados anteriormente. Por otra parte, la
amplitud maxima de flexo-extension se sitia entre L4 y L5: 24° y a
continuacion, por orden de amplitud decreciente, vienen las interlineas L3-L4 y
L5-S, todas ellas de 18° y, casi de la misma amplitud, las interlineas L.2-L3 de
12° y L1-L2 de 11° De este modo, el raquis lumbar inferior es, para estos
autores, mucho mas movil en el plano de la flexo-extension que el raquis lumbar
superior.

Como cabia esperarse, las amplitudes de la flexo-extension son bien distintas
segun la edad (Fig. 2.2.11.B). Este cuadro, segin Tanz (1953), permite constatar
que la movilidad del raquis lumbar decrece con la edad, siendo maxima entre
los dos y los trece afios. La movilidad méxima se sitia en la parte baja del
segmento lumbar, sobre todo en el espacio L4-L5.
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/| AMPLITUD DE LA FLEXION
SEGUN LA EDAD

AMPLITUD DE
FLEXOEXTENSION
Total Individual

Figura 2.2.11. A) amplitudes en flexo-extension; B) amplitudes de la flexioén segln la

edad (Albrook, 1957).

Similar al caso de flexo-extension, la amplitud de la extension lateral,
también denominada inclinacidn, varia segin la edad y segun los individuos.
Sin embargo, se puede afirmar que en término medio, la inclinacién es de 20° a
30° a cada lado, como ilustra la Figura 2.2.12.

Las amplitudes de la inclinacion (Fig. 2.2.13), disminuyen
considerablemente con la edad, son maximas de los dos a los trece afos,
alcanzando los 62° a un lado y otro de la posicion media; entre los 35 y los 49
anos, la amplitud s6lo es de 31° a cada lado; desciende a 29° entre los 50 y los
64 anos y a 22° entre los 65 y 77 afios.
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Figura 2.2.12. Amplitud de la inflexion lateral (Kapandji, 2001).

Figura 2.2.13. Valores de la amplitud de inclinacion segun la edad (Kapand;ji, 2001).

La amplitud de rotacidon segmentaria y total en el raquis lumbar y en el raquis
dorsal ha sido durante mucho tiempo una gran incognita. De hecho, es muy
dificil inmovilizar la pelvis y apreciar la rotacion en el extremo dorsal del
raquis, ya que la cintura escapular es muy moévil sobre el torax. En los trabajos
de Gregersen y Lucas (1967) pueden encontrarse cifras fiables. Estos autores
decidieron implantar agujas metalicas bajo anestesia local en cada una de las
apofisis espinosas del raquis dorsal y lumbar para medir su desplazamiento
angular mediante sensores electronicos altamente sensibles.
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La curva mostrada en la Figura 2.2.14 presenta la rotacion de los discos
intervertebrales (grafico izquierdo) y las rotaciones de las vértebras desde la
D,-S; (<1°). Como se puede constatar los discos D;-Dg presentan una rotacioén
casi nula, mientras la rotacion es maxima en las vértebras D;-Dg (2.4°),
disminuyendo esta rotacion asintoticamente hacia la D, (0.6°) y la S; (0.3°). Por
lo tanto el raquis lumbar presenta una rotacion dos veces menor del raquis dorsal
en su punto de menor rotacidén, como se ilustra en la Figura 2.2.14.

Por su parte, la Figura 2.2.15 muestra la rotacion de la columna en posiciones
de sedestacion y bipedestacion. La posicion de sedestacion produce menores
rotaciones puesto que hay una mayor inmovilizacion de la cadera.

i [S1
. — i - r .
1086420246810 ‘J".Ohf.t“il:'l"'t.’ﬂ,‘l.'éJ

lROTAC!ON DURANTE LA MAHCHAL‘ ROTACION ENTRE VERTEBRAS
JONTIGUAS DURANTE LA MARCHA |

li T i o ik e |

Figura 2.2.14. Valores de rotacion del disco durante la marcha (Kapand;ji, 2001).

El raquis lumbar aislado presenta una rotacién maxima total de 10° lo que
significa 5° de cada lado, o sea, 1°por cada segmento. El raquis dorsal presenta
una rotacion total mucho mayor 85°- 10° = 75° es decir 37° por cada lado, 3°-
4° minimo por lado y por segmento. La curva de bipedestacion presenta 4
puntos de inflexidon, mientras que la de sedestacion presenta uno solo, justo en
la articulacién dorso lumbar. Estos puntos de inflexién indican cambios
acentuados en la curva de dependencia de las rotaciones dorso-lumbares. Las
rotaciones en estado de sedestacion son ligeramente menores que en el caso de
bipedestacion pero su dependencia funcional es idéntica (ver Fig. 2.2.15). Para
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cada segmento, hay que tener ciertas consideraciones especiales, aparte de los
generales ya enumerados.

ROTACION TOTAL
DERECHA-IZQUIERDA

T | o T T e G e
20 30 40 506070 80 90 100°

Figura 2.2.15. Rotacion total maxima derecha-izquierda (Kapandji, 1981).

2.2.2 Modelos biomecanicos para la columna vertebral

Un modelo biomecanico es un simulador de algin aspecto del
comportamiento del aparato locomotor, realizdndose la simulacion en
condiciones controladas. Existen varios modelos pero ninguno de ellos
reproduce perfectamente la realidad (Rachwan et al., 2008). Dichos modelos se
utilizan cuando es inviable la realizacion de otros tipos de estudios o cuando los
costos resultan ser muy elevados.

Los tres tipos de modelos biomecanicos mas utilizados son los modelos
animales, los modelos fisicos y los modelos analiticos. La principal ventaja de
los modelos animales son su disponibilidad y la uniformidad de tamafos y
caracteristicas fisicas. En cambio, las diferencias anatomicas y funciones entre
los animales utilizados y los humanos, hacen dificil la extrapolacion de los
resultados obtenidos.

Entre los modelos fisicos existen dos tipos: los sintéticos y los cadavéricos.
Los modelos fisicos sintéticos intentan simular el comportamiento del raquis,
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empleando materiales con caracteristicas fisicas aproximadas a las vértebras y
de los tejidos blandos que las interconectan. Un ejemplo tipico de dichos
modelos son los maniquies utilizados en los estudios de colisiones de
automoviles. Las principales ventajas de dichos modelos son su disponibilidad
y una alta reproducibilidad. Sin embargo, los modelos sintéticos actuales poseen
un comportamiento que aun dista mucho del comportamiento real del raquis
humano. Otra desventaja es su deficiencia de detalles anatomicos.

Los especimenes cadavéricos presentan como ventaja principal el ser una fiel
reproduccion de la anatomia del raquis y de las propiedades fisicas de sus
componentes, pero proporcionan una informacién muy limitada, su costo es
elevado y existen problemas de disponibilidad, en particular, cuando se requiere
disponer de una muestra estadisticamente homogénea.

Los modelos biomecanicos analiticos consisten en un conjunto de ecuaciones
que representan el comportamiento de ciertos aspectos del raquis, considerando
las propiedades fisicas de sus elementos obtenidas por medios experimentales.
En teoria, pueden simular completamente el funcionamiento del raquis in-vivo,
aunque sus resultados deben ser interpretados con prudencia. El principal
problema reside en su validacion. Sin embargo, una vez validados experimental
y clinicamente, con su implementacion en computadores, pueden convertirse en
herramientas potentes de estudio, prevencion y tratamiento de patologias del
raquis.

Por estas razones, los modelos biomecéanicos para simulacion en la columna
han sido extensamente utilizados, de manera de estimar las cargas y disefiar
dispositivos de correccion de lesiones en columna. Se pueden mencionar, entre
otros, los trabajos de Rojas (2003), Rachwan (2007) y Caffiero (2007),
realizados dentro del Instituto Nacional de Bioingenieria de la Universidad
Central de Venezuela.

Hay multiples evidencias de que las cargas mecénicas que soporta el raquis
estan directamente relacionadas con la etiologia de diversas patologias. Por
tanto, parece necesario establecer los valores que alcanzan dichas cargas al
realizar un ejercicio determinado. Los modelos biomecanicos desarrollados
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hasta la fecha se centran en la columna lumbar por ser la zona mas solicitada
mecanicamente.

Cuando un individuo realiza determinada tarea, sobre el raquis actua un
conjunto de cargas que genéricamente pueden clasificarse en externas e
internas. Las cargas externas incluyen las debidas propiamente a la tarea (como
el levantamiento de pesos o desplazamiento de los mismos) y las debidas a los
pesos propios de los segmentos corporales. Las cargas internas son todas
aquellas que se desarrollan para mantener el raquis en equilibrio. En este grupo
se encuentran las fuerzas musculares, las de los ligamentos, la debida a la
presiéon abdominal y las de reaccidon entre los elementos del raquis. En la
mayoria de los modelos se considera que las unidades vertebrales funcionales
(UVF) son capaces de soportar inicamente fuerzas de compresion, pero no
momentos. Esto es valido para giros pequefios o medios.

En general, los momentos de reaccion debido a fuerzas externas que actiian
sobre la UVF quedan equilibrados mediante momentos internos que se reparten
de la siguiente forma (McGill y Norman, 1986).

Me= ) My+ ) M+ Mg 21
m I

donde M, es el momento de reaccion sobre el segmento considerado, M,,, es
el momento activo generado por los musculos, y los momentos pasivos M; y
M, son debidos a los ligamentos y al disco respectivamente. El momento
debido a los ligamentos es funcion de la pretension de cada uno, de su
alargamiento y del brazo de palanca con el que actian. Aunque todavia no se
ha estudiado experimentalmente la contribucion de cada ligamento a la
resistencia del momento externo a lo largo de todo el rango de movimiento,
existen modelos analiticos que predicen que su funcion principal es limitar la
flexion, pero solo en los limites del movimiento, aportando poco para valores
moderados del giro. En el caso de levantamiento de pesos, esta aportacion es
significativamente mayor cuando la tarea se realiza con un menor grado de
lordosis lumbar (Potvin et al., 1991).
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El momento soportado por el disco es funcion de la rotacion de sus extremos.
Para el disco L5/S1, Anderson et al. (1985) dedujeron la siguiente relacién

Md — 0.0181'634821'026R (222)

donde M; se mide en Nm y la rotacidn relativa R entre L5 y S1 en radianes.
Por ejemplo, para un giro de flexion de 10°, el momento debido al disco es de
solo de 2 Nm. En cualquier caso, la aportacion de los musculos al momento
total es muy superior a los momentos pasivos.

Cuando las tareas se realizan a velocidades suficientemente bajas para que
las cargas inerciales sean despreciables, es suficiente utilizar modelos estaticos
para la estimacion de cargas a nivel intervertebral. Dichos modelos pueden ser
bidimensionales o tridimensionales, en funcion de la complejidad que se desee
para el analisis.

2.2.2.1 Un modelo bidimensional

El modelo més sencillo que se puede plantear supone que las cargas
externas (peso del cuerpo por encima de un determinado nivel vertebral y un
peso sostenido en la manos), que generan un momento externo y una fuerza de
compresion intervertebral, se equilibran por una Unica fuerza extensora, debida
a los musculos paravertebrales, que actiia con un determinado brazo de palanca,
generalmente considerado de 5 cm, y que todas las fuerzas estdn contenidas en
el plano sagital, como muestra la Figura 2.2.16.
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Musculos extensores

e

\ Momento
debido a
cargas
externas

Fuerza de
compresion
axial debido
a cargas
externas

Figura 2.2.16. Modelo simplificado de las cargas que actian a nivel lumbar

Las condiciones de equilibrio estatico exigen que la suma de fuerzas y la
suma de momentos sean cero. Bajo estas condiciones, la relacion entre las
cargas externas e internas es la dada por las ecuaciones siguientes

Fc :Fe+FExt (223)

<

F, = e (2.2.4)

Los momentos flectores Mgy, creados por el peso del cuerpo (cuyo eje de
gravedad esta situado por delante del disco) y por un peso externo suspendido
en las manos, son equilibrados por una fuerza muscular extensora F. que se
traduce en un aumento considerable de la fuerza de compresion de reaccion
intervertebral F.. Este modelo simplificado ha sido ampliamente utilizado para
la estimacion de cargas lumbares en tareas industriales de levantamiento de
pesos o en posiciones de flexion del tronco (NIOSH, 1981). Dicho modelo ha
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sido completado al incluir el efecto de la presiéon abdominal en el soporte de las
cargas externas y el calculo de las fuerzas cortantes, que deben ser soportadas
principalmente por el disco y las carillas articulares (Chaffin, 1984).
Supongamos que un individuo estd soportando un peso externo P en una
posicion en flexion como la mostrada en la Figura 2.2.17

Las fuerzas en el plano sagital, que estabilizan el tronco frente a cargas
externas son:

e La fuerza extensora F. debida conjuntamente a los musculos y
ligamentos paravertebrales,

e La fuerza que la presion abdominal ejerce sobre la superficie interna
F., que actua por delante del raquis tendiendo a extender el tronco y

e Las fuerzas de reaccion intervertebrales de compresion F. y de cortante
o de cizalladura S en el nivel estudiado.

Las cargas externas a contrarrestar son:

e El peso W del segmento corporal situado por encima del nivel
vertebral considerado

e El peso externo P sostenido en las manos.

27



Figura 2.2.17. Modelo plano simplificado para la estimacion de las cargas lumbares al

sostener un peso.
La presion abdominal puede calcularse en funcion de los &ngulos que forman

el tronco 6; y el muslo 0,, con la vertical y el momento que esta actuando a nivel
de la articulacion de la cadera de acuerdo a la expresion
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P, = 10*[43 — 0.36(0, — 6,,)]. M}® (2.2.5)

donde los angulos se miden en grados y el momento My en la cadera en Nm.
Este momento se calcula como el producto del peso del cuerpo por encima de
la cadera y el peso externo, por las distancias de su linea de accién a la
articulacion de la cadera. La fuerza realizada por la presion abdominal se
obtiene, por tanto, multiplicando la presion por el drea sobre la que actua. El
modelo fue particularizado para el nivel L5-S1, y se supone que la fuerza
extensora resultante y la fuerza debida a la presion abdominal actian
perpendicularmente al plano definido por el disco intervertebral.

Las incognitas del andlisis son la fuerza (medida en Newtons [N]) realizada
por los extensores para estabilizar el tronco al soportar una carga externa en
flexion F. y las fuerzas de reaccion de compresion F. y cizalladura S que actian
a nivel L5-S1. Los datos de partida son las fuerzas externas (peso externo a
soportar P y peso del cuerpo W por encima de L5-S1) y los brazos de palanca
con las que éstas actian respecto al segmento vertebral (distancia en horizontal
de los centros de gravedad de los pesos externo y del tronco, al centro del disco
h'y b respectivamente). También se considerara conocida la fuerza debida a la
presion abdominal F,, el brazo de palanca a con el que ésta actua, y el brazo de
palanca de los musculos extensores e. La primera condicién de equilibrio
estatico exige que la suma total de fuerzas que actian en el nivel estudiado sea
cero

z F=0 (2.2.6)

Esta igualdad debera cumplirse tanto en la direccion Y como en la direccion
Z. Las fuerzas que actian en la direccion Y son la fuerza de cizalladura S que
actua a nivel de L5-S1 y las componentes de los pesos externos en dicha
direccion
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z F, =0 (2.2.7)

W -sena+Psena —S=0 (2.2.8)
S=W -sena+P-sena (2.2.9)

siendo a el &ngulo que forma la cara superior del sacro con la horizontal. Las
fuerzas que actian en la direccidon Z son, en un sentido, las realizadas por los
extensores y la componente de los pesos en dicha direccion, y en sentido
opuesto la fuerza debida a la presion abdominal y la fuerza de reaccion de
compresion intervertebral.

z E, = (2.2.10)

F +F,-F -W-cosa-P - cosa=0 (2.2.11)
F =W-.cosa+P-cosa+F, -F, =0 (2.2.12)

De la ecuacion anterior el Unico término que falta por conocer, para
determinar la carga de compresion a la que estd sometido el segmento vertebral,
es el correspondiente a la fuerza que realizan los musculos extensores para
contrarrestar la flexion del tronco. Dicho valor se obtiene mediante la segunda
condicion de equilibrio estatico que exige que la suma de momentos respecto
del centro del disco intervertebral L5-S1 sea cero.

z M=0 (2.2.13)
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F -e+F,-a-W-b-Ph=0 (2.2.14)

_W.b+P-hF, -a (2.2.15)
e

F

e

Por medio de las ecuaciones anteriores, se pueden conocer las cargas de
compresion y cizalladura a las que estd sometido el disco L5-S1 bajo las
hipétesis de movimiento plano y considerando, inicamente como las fuerzas
internas activas, las de los musculos extensores y la de la presion abdominal.

El modelo anterior, aunque es de una gran simplicidad, puede utilizarse para
tener una aproximacion cuantitativa de las cargas que actian a nivel lumbar y
para evaluar la variacidén de dichas cargas al modificar la posicion o las cargas
externas soportadas. Consideremos como ejemplo un hombre de 800 N de peso
corporal sosteniendo un peso externo de 200N, en una posicién en la que los
valores de los dngulos del tronco y del muslo son 6=70°y 6,=30°.

De acuerdo a tablas antropométricas, es posible calcular los datos necesarios
para el andlisis. El peso del tronco es aproximadamente el 55% del peso total
del individuo, y por tanto W=440N. Se considera el brazo de palanca de los
musculos extensores de 5 cm y el de la fuerza realizada por la presion abdominal
de 8,5 cm. El peso externo tiene en esa posicion un brazo de palanca de 30 cm.
El valor de la presiéon abdominal se estima, segin se ha visto con anterioridad,
en 3200Pa. Suponiendo que dicha presion actiia sobre un area de 400 cm’, la
fuerza debida a la presion tendrd un valor de F,=128 N.

2.2.2.2 Modelo tridimensional de Schultz

Este modelo, ademés de ofrecer informacidon sobre la fuerza que esté
realizando cada uno de los musculos considerados, permite el estudio de un
mayor numero de tareas. Por ejemplo, su uso no esta restringido a tareas
simétricas contenidas en el plano sagital. El modelo presentado en la Figura
2.2.18 (Schultz et al., 1982) que considera a nivel de L3 diez musculos. En este
caso, las fuerzas internas son a) las fuerzas de reaccidon intervertebrales de
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compresion F, y de cizalladura anteroposterior S,, y lateral S,y b) las realizadas
por los musculos considerados, que incluyen los extensores (eq y E;), los rectos
del abdomen (R4 y R)), los oblicuos menor y mayor del abdomen (Iye [;, X4y
X;) y el dorsal ancho (D4 y Dy).

Figura 2.2.18. Modelo 3D de los musculos que actian a nivel de L3 (Schultz ez al, 1982)

En este tipo de problemas estaticos tridimensionales, son seis las
ecuaciones que deben cumplirse para considerar el equilibrio. Las ecuaciones
de equilibrio de fuerzas desarrolladas por los musculos con respecto al centro
del disco intervertebral de la L3 son

> Fx = Sj+ (D4 —Dj). Seny =0 (2.2.16)

>Fy = Sap + (Id + Ij). Sen B — (Xd+ Xj). Sen § = 0 (2.2.17)
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>Fz = (Eq +Ej) + (Rd +Rj) +( Dq + Dj). Cos y + (X4 + Xj).  (2.2.18)
Cos B + (Ig +I4). Cosd - Fc =0

Mientras que las ecuaciones de equilibrio de momentos son

>Mx = (Rj + Rq) yr H[(Xj + Xq) cos ¥ + (Ti+ Id). Cos y] yxi —  (2.2.19)
(Ei + Eq).ye — (Dj + D). Cos y. yd=0

YMy=(Rj — Rp). xR + [(Xj - Xq)cosp + (Ij - Ig) cos 8 ] Xxj  (2.2.20)
+(Ej -Ed) xe +(Dj-Dqg)cosyxd=0

En las ecuaciones anteriores, Fy, Fy, F,, My, My y M, son las fuerzas y los
momentos externos que el tronco estd soportando (flexo-extension, flexion
(Y4

lateral y rotacion axial respectivamente). Las magnitudes “x” e “y” son las
distancias de cada uno de los musculos a los ejes Y y X respectivamente.

Las fuerzas se consideran aplicadas en el centroide de la seccion de cada uno
de los musculos. Este modelo puede utilizarse para predecir las fuerzas y
momentos maximos que puede realizar el tronco. Para ello, basta con considerar
el valor de la fuerza maxima por unidad de superficie que puede realizar un
musculo.

Para conseguir un momento puro de extension, los musculos incluidos en este
modelo que pueden contribuir son los extensores y los dorsales anchos. La
fuerza maxima que realizan dichos musculos puede calcularse multiplicando
dicho valor de tensién maxima por la superficie de cada uno de los musculos.
La aportacion de cada uno de los musculos al momento extensor global vendra
dado por el producto de la fuerza maxima que puede realizar por su brazo de
palanca respecto al centro del disco, como se recoge en la Tabla 2.2.1. El area
de los musculos se obtiene multiplicando la relacion correspondiente por la
profundidad y ancho del tronco a dicho nivel. La distancia del centro del
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musculo al cuerpo vertebral se obtiene, en la direccion AP, multiplicando el
valor correspondiente por la profundidad del tronco y el de la direccién ML, por
el ancho del tronco. Se supone el cuerpo vertebral situado a 2/3 de la
profundidad del tronco.

Tabla 2.2.1. Orientacion de los musculos en el modelo a nivel de L3 (Schultz ef al., 1982)

. s Localizacion .,
. , . Relacion de Localizacion
Moédulo Linea de accion . antero-
area . lateral
posterior
Rectos del abdomen 0,0060 0,540 0,121
Obli del abd .
. ;:;’(S)r ¢l abdomen Inclinado 45° respecto 0,0168 0,189 0,453
al plano sagital 0,0148 0,189 0,453
® mayor
Extensores Longitudinal 0,0390 0,220 0,179
Inclinados 45°
Dorsal ancho respecto al plano 0,0037 0,276 0,211
sagital

Las fuerzas musculares se consideran aplicadas en el centroide de la
seccion de cada musculo. En la Tabla 2.2.2 se muestran algunos valores de las
cargas consideradas en la columna lumbar, obtenidas de este modelo.

Tabla 2.2.2. Cargas en la columna lumbar (Schultz et al., 1982)

Posicion Compresion (N)
Parado 440
Brazos cerrados, cargando 8 kg 650
Brazos abiertos 460
Brazos abiertos, cargando 8 kg 1170
Tronco flexado 30°, brazos abiertos 1400
Sentado 380

2.2.2.3 Modelo tridimensional de Bogduk

Este modelo considera la disposicion tridimensional de los musculos en vez
de particularizar el problema a una unica seccidon, como se hacia en el modelo
anterior. Dicho modelo incorpora 49 fasciculos de los extensores y de los
multifluidos (fasciculos medios del transverso espinoso), y consiste en la
caracterizacion geométrica de las inserciones de cada uno de los fasciculos, sus
longitudes, el area de las secciones transversales y el brazo de palanca con el
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actuan respecto de los centros de los discos de cada uno de los segmentos
lumbares. En la Figura 2.2.19 se muestran las inserciones de los musculos sobre
la vértebra L2. A partir de dicho modelo, es posible calcular el momento de
extension maximo que puede realizar dicho conjunto de musculos y la carga de
compresion y cortante intervertebral (Bogduk et al., 1995).

Figura 2.2.19. Modelo tridimensional de los musculos a nivel de L2 (Bogduk et al., 1992)

El célculo de los momentos méaximos que se pueden desarrollar es
sencillo mediante las ecuaciones de equilibrio pues, matematicamente se tienen
6 ecuaciones y 6 incognitas (3 fuerzas intervertebrales y los 3 momentos) y
ademas la validacion puede hacerse mediante el registro in-vivo de dichos
momentos. Sin embargo, el calculo de las fuerzas musculares que se desarrollan
al realizar determinada tarea es mucho mas complejo, presentando
principalmente dos problemas. Por una parte la dificultad de la validacion y por
otro lado, la indeterminacion matematica de las soluciones. Puesto que no es
posible la medida directa de las fuerzas internas in-vivo, para la validacion es
necesario acudir a técnicas indirectas como son la medida de la presion
intradiscal y el registro de la actividad bioeléctrica para la validacion de los
modelos. La solucién del problema matematico se obtiene empleando técnicas
de optimizacion.

35



2.2.3 Morfologia vertebral

Las dimensiones de las vértebras varian en funcion de muchos factores. La
Tabla 2.2.3 muestra los resultados obtenidos tras un estudio de las mediciones
de los cuerpos vertebrales de diferentes pacientes Hospital Universitario de
Caracas (Caprilli, 2002).

Tabla 2.2.3. Dimensiones vertebrales (mm) (Caprilli, 2002).

Cortical Esponjosa
Altura | Altura ., Diametro ., Didmetro
anterior posterlor Dlametro antero Dlametro antero
transverso . transverso .
posterior posterior
L1 20-24 | 24-25 41 30 26 17
L2 23-26 | 25-26 47 28-30 31 16-18
L3 25-26 | 22-25 40-45 30-35 30 19-20
L4 25-27 | 22-25 45-50 30-32 35-36 20-22
L5 25-27 | 20-24 40-45 29-30 30 18
T1 12-18 12-18 28 20 - -
T2 13-20 13-22 28 20-24 - -
T3 16-23 16-25 28 22-26 - -
T7 16 16 30 25 - -
T10-T12 | 20-26 | 20-24 36-38 26 - -

A continuacion, se muestran en la Figura 2.2.20.a las dimensiones
vertebrales desde el segmento cervical hasta el lumbar, lo que deja ver una
bifurcacion en la ordenada (altura del cuerpo vertebral lumbar en mm), mientras
que la Figura 2.2.20.b muestra los didmetros antero posterior y transverso
medidos entre cortical y cortical.
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Figura 2.2.20. (A) alturas vertebrales por nivel. (B) didmetro anteroposterior y didmetro

transversal. (Caprilli, 2002).
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2.3 El disco intervertebral

Entre cada dos cuerpos vertebrales adyacentes existe una articulacion de tipo
anfiartrosis que une las dos caras vertebrales, dicha estructura se denomina
disco intervertebral. Esta estructura es muy activa y actGa como un
amortiguador hidraulico, pretensado y cerrado, de las tensiones y cargas axiales
que actian sobre la columna y que permite cierta cantidad de movimiento entre
las vértebras (extension, flexion, rotacidén, inclinacion y combinaciones
(Miralles & Puig, 1998; Martini et al., 2009).

El disco intervertebral se compone de dos zonas, una central denominada
nucleo pulposo y otra periférica, denominada anillo fibroso, que estan separadas
de las vértebras por dos placas o platillos de cartilago hialino (Fig. 2.3.1) que
mecanicamente ayudan a soportar las cargas de compresion que actuan sobre la
columna (Van-Cochran, 1988). El nucleo pulposo es de aspecto gelatinoso,
elastico, blando e incompresible, integrado en gran medida por agua, alrededor
del 75%, contiene fibras elésticas y reticulares dispersas en su interior. El anillo
fibroso es una capa dura formada por cartilago fibroso, lo que le da rigidez al
disco.

Los discos contribuyen en forma considerable en la talla de una persona,
ocupan una cuarta parte de la longitud total de la columna que por el paso de
los afios, disminuye la cantidad de fluido en el nucleo pulposo lo cual explica
en gran medida el descenso de estatura caracteristico en personas de avanzada
edad.

El disco intervertebral adulto es avascular, la evidencia experimental sefiala
que es una estructura con alto indice metabolico. La nutricidon del disco es por
un sistema de difusion proporcionado por un intercambio de nutrientes con los
vasos sanguineos vertebrales a través del platillo o placa cartilaginosa y la zona
externa del anillo fibroso (Bibby et al., 2005; Ferragut et al., 2007; Mokhbi-
Soukane et al., 2007; Mokhbi-Soukane et al., 2009), como se muestra en la
Figura 2.3.2.
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I3 Vista Anterior Vista seccién lateral

Figura 2.3.2. Sistema vascular que rodea el disco intervertebral (Shankar et al., 2009).
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2.4 Nutricion del disco intervertebral

Como se menciono arriba, el disco intervertebral es la mayor estructura
avascular en el cuerpo humano. La razon de esto es porque no tiene suministro
directo de sangre como la mayoria de otros tejidos del cuerpo. Los nutrientes
para el disco se conducen dentro de pequenos lechos capilares que se encuentran
en el hueso subcondral, justo por encima de las placas o platillos de cartilago.
Esta red vascular subcondral es de suma importancia para las células del nucleo
pulposo del disco y para del anillo interno, mientras que el anillo externo cuenta
con un suministro de sangre proveniente de los tejidos que rodean la columna
(ver Fig. 2.3.2). Por su naturaleza avascular este sistema de difusion es muy
eficiente ya que los nutrientes no tienen que difundirse muy lejos para llegar a
las células del disco. Este 'método de difusion' es como las células del disco
obtienen el oxigeno, nutrientes, glucosa, y aminoacidos que son necesarios para
la funcién normal del disco y su reparacion, como se muestra en la Fig. 2.4.1

-~

Figura 2.4.1. Esquema que refleja la dindmica de la entrega de fluidos al disco
intervertebral. V- vértebra, N-ntcleo pulposo, A-anillo exterior, E- platillo o placa de

cartilago (Sally & Jill, 2011).

Durante un ciclo diurno, los discos tienen la capacidad para expandirse y
comprimirse en el transcurso de un dia. Al comenzar el dia los discos se
comprimen y se deshidratan debido a la gravedad y la actividad fisica que
implican cargas axiales. De hecho, un disco sano se reducira hasta un 20%, lo
que a su vez disminuye la altura total del individuo de unos 15 mm a 25 mm.
Durante la etapa de suefio se descomprime la columna vertebral, los discos se
llenan de agua y nutrientes, para regresar de nuevo a su estado totalmente
hidratado. Este movimiento de fluidos simula una marea dentro y fuera del disco
que contribuye con el movimiento de nutrientes en el centro avascular del disco.
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2.5 Enfermedades y patologias del disco intervertebral

Cuando un disco intervertebral recibe una presion superior a sus limites
normales, puede suftrir una alteracion temporal o permanente. La compresion
del ntcleo pulposo puede empujar el anillo fibroso, forzando un canal entre la
placa de cartilago y el anillo, este tipo de problemas se denomina disco
deslizante, como ilustra la Figura 2.5.1. Los lugares sobre la columna donde son
mas comunes son en el area cervical entre la quinta y sexta vértebra (Cs—Cs),
en la region lumbar (L4-Ls) y en la interface entre las regiones sacra y lumbar.

Area de 0/ S .
compresion £/ [ ST —
del nervio 3 BN o

espinal
Area de -
Distorsién |

Nervio Espinal

Médula
Espinal

Anillo

Nucleo Pulposo Fibroso

Vista de una seccion de un disco con hernia, muestra desplazamiento
del nucleo pulposo y el efecto en la médula espinal y los nervios
adjacentes

Figura 2.5.1. Disco deslizante (Martini et al., 2009)

Otro problema que ocurre por exceso de compresion es la fractura de la
placa de cartilago. Al igual que en el caso del disco deslizante, el efecto de la
compresion obliga al nucleo pulposo a salir por el area de fractura, afectando el
cuerpo vertebral, produciendo necrosis en tejido cercano y generando unas
alteraciones conocidas como nodos de Schmorl (Fig. 2.5.2). Estas alteraciones
comprometen la funcionalidad del disco y por lo tanto de la columna vertebral
disminuyendo la movilidad del individuo. Para los casos que el disco esta
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severamente dafiado y dependiendo a la edad del paciente, los procedimientos
indicados son artrodesis y artroplastias con proétesis (Firpo, 2010).

Nodo 3 !
Schmo? < ‘-{*

s
{=>

Figura 2.5.2. Fractura de la placa de cartilago que conlleva a la aparicion de un nodo de

Schmorl (Rich et al., 2005).

Por otro lado, un proceso de interés es el comportamiento de células dseas,
cuyo proceso de difusion de particulas (soluto) es similar al fendémeno de
difusion celular (Gonzalez et al., 2009; Gémez et al., 2005; Martinez et al.,
2006). En estos procesos, la difusion celular en tejidos como el hueso es
modelada matematicamente por ecuaciones de difusion-conveccidon-reaccion
mediante consideraciones sobre cada término de la ecuacion (términos
difusivos, convectivo y reactivo) para representar diferentes procesos celulares
como migracion, proliferacion y diferenciacion propias de células
mesenquimales, osteocitos, osteoblastos y fibroblastos, entre otras.
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CAPITULO 3. EL METODO DE ELEMENTOS DE
CONTORNO EN ELASTICIDAD Y
POROELASTICIDAD

3.1 Introduccion

El Método de los Elementos de Contorno (MEC) es un método numérico
basado en la formulacion integral de problemas del medio continuo. Se trata de
una técnica numérica que se ha implementado para la resolucion de problemas
presentes en diversas areas, debido a sus caracteristicas que hacen que sea una
poderosa herramienta de analisis. La formulacién integral en el caso de
elasticidad o difusién pretende resolver el valor de las incognitas de
desplazamiento o concentracion y las componentes del vector de tension
(traccion) o flujo sobre el contorno del medio en estudio. Se puede aplicar a
diversas areas como la ingenieria, la biologia, fisica y areas multidisciplinarias
como la bioingenieria entre otras.

Este método posee caracteristicas que lo convierten en una herramienta ideal
y muy ventajosa para muchos estudios. En primer lugar, las variables del
sistema se refieren inicamente al contorno del cuerpo en estudio, con lo cual el
numero de incdgnitas es mucho menor que las que aparecen al aplicarse
métodos de dominio, facilitando igualmente el proceso de discretizacion ya que
es solo el contorno y no todo el dominio lo que debe dividirse en elementos.

Contribuciones importantes a la implementacion del método fueron dadas
por Lachat & Watson (1976), quienes introducen el concepto de sub-regiones
para el manejo de problemas de gran escala y describen algoritmos para el
calculo de integrales singulares débiles que aparecen en las ecuaciones
integrales del contorno. Primero Telles (1987) y luego Guiggiani & Casalini
(1987) y Cerrolaza & Alarcén (1989) presentaron diferentes algoritmos para la
evaluacion precisa de las integrales del Valor Principal de Cauchy resultantes
de la singularidad fuerte en la solucion fundamental.
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Desde principios de los afios 80 se comenzaron a realizar actividades de
investigacion en el Método de Elementos de Contorno (Cheng & Cheng 2005)
y se realizaron los primeros aportes en problemas de mecanica estructural que
consideraban la no linealidad geométrica y del material. El rango de
aplicaciones luego se extendi® a otros campos de la fisica como la
electrodinamica y la mecanica de fluidos.

Sin embargo, la solucion de problemas con términos de dominio y/o
dependientes del tiempo exige la obtencion de soluciones fundamentales para
estos problemas, debido a su complejidad se han propuesto métodos o técnicas
para evitar el calculo de una nueva solucion fundamental asociada ademas de la
solucion estacionaria que se presentard mas adelante. Entre estos se encuentra
el método de reciprocidad dual MRD (Partridge & Brebbia, 1990; Partridge et
al., 1992; Brebbia & Dominguez, 1992). El MRD es una técnica numérica que
se caracteriza por su facil aplicacion, tanto para problemas con condiciones de
contorno convectivas, dependientes del tiempo, el manejo de los términos
convectivos y reactivos en la ecuacion diferencial, que muestra su buen
desempeiio comparandolo con la solucidn analitica y numérica, obtenida por el
MEF.

En las siguientes secciones se describe la formulacion general del MEC,
describiendo aplicaciones particulares a problemas de elasticidad vy
poroelasticidad.

3.2 Elasticidad lineal

3.2.1 Relaciones de equilibrio

Para la formulacion general del problema, considérese un problema interior,
es decir un medio finito, eldstico, homogéneo e isétropo (1, limitado por una
frontera finita S, incluido en un dominio infinito Q* con frontera infinita S* y
que presenta las mismas caracteristicas eldsticas, homogéneas e isotrdpicas
de Q, tal como se muestra en la Figura 3.2.1. El contorno S esta a su vez dividido
en dos subfronteras, la primera se denomina S, o frontera cinemadtica, en donde
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se conocen los campos de desplazamientos y la segunda se denomina S; o
frontera estatica, en donde se conocen los campos de las tensiones.

Figura 3.2.1. Dominio infinito, eldstico, isétropo y homogéneo.

Para que el sistema representado en la Figura 3.2.1 esté en equilibrio con las
fuerzas de masa, se tienen que generar los campos de deformaciones &;; y los
campos de tensiones g;, asi como campos de desplazamientos u; y de tensiones
T; en la frontera. La relacion de equilibrio estatico de fuerzas y momentos para
un cuerpo, establece que

%ijj T b =0 3.2.1)

donde o;; son las componentes del vector de tensiones y b; son las fuerzas

sobre el cuerpo. La coma en el subindice indica la derivada parcial en la
. ., . . . 00 .
direccion cartesiana correspondiente, es decir g;; ; = #. Sabiendo que el
j
tensor de tensiones es simétrico
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La relacién entre el vector de tensiones y las fuerzas superficiales
(tracciones) es

Ti = Jijnj (323)

donde n; representa las coordenadas del vector normal exterior a la

superficie. En el caso de pequefias deformaciones del cuerpo al aplicar fuerzas,
dichas deformaciones se pueden representar por el vector de deformaciones de
Cauchy

1
€ij = E (ui’j + u]"l') (324)

Para un material elastico lineal isotropico, la ley de Hooke relaciona las
tensiones y las deformaciones mediante la siguiente expresion

2Gv
O-ij = ZGSij +m8kk6ij (325)

0, de manera inversa:

1 v
gij = E(UU — mo-kkaij) (326)

donde v es el modulo de Poisson y G es el modulo de corte, el cual estd
relacionado con el modulo de Young E por
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E

6=367D (3.2.7)

Al sustituir la ecuacion (3.2.4) en la expresion (3.2.5), se obtiene una
expresion para las tensiones en términos de los gradientes de los
desplazamientos. Luego al sustituir este resultado en la ecuacion de equilibrio
(3.2.1), se llega a una ecuacion diferencial de segundo orden para las
componentes del vector desplazamiento, conocida como la ecuacidon de Navier,
que puede ser escrita como

Gu]"kk + uk’kj + b] =0 (328)

1—2v

Si las condiciones de contorno estan expresadas en términos de los
desplazamientos y de las tracciones, la ecuacion (3.2.8) es la mas conveniente
para resolver, ya que al obtener los desplazamientos con las expresiones (3.2.4)
y (3.2.5) se pueden obtener las deformaciones y las tensiones respectivamente.
Sustituyendo las expresiones (3.2.4) y (3.2.5) en la ecuacién (3.2.1) se obtiene

2Gv
1-2v

wen; + G(u; +ui)nj = p; (3.2.9)

Ahora nos centraremos en la resolucién de la ecuacién (3.2.8) siguiendo
la metodologia de elementos de contorno. Para ello se considera la ecuacion
(3.2.1) con condiciones de contorno

u; = u; sobre S,
Ti = O'ijnj = Ti sobre St (3210)
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La forma débil de la ecuacion diferencial (3.2.1) en términos de los
desplazamientos se puede escribir como

j(%m+@Wﬁm= (T; — T)u; dS — | (u; — )T dS (3.2.11)
Q

St Su

donde u; y T; = o;;n; corresponden con las funciones de peso asociadas
] l '] 5

también conocidas como soluciones fundamentales. Al integrar el lado
izquierdo de la ecuacion (3.2.11) y considerando el principio de reciprocidad,
que expresa

j aijelf"jdﬂ=j &;;0;; dQ (3.2.12)
Q Q

se tiene

j o;; Wi dQ +j biu; dQ
Q Q

S T.ui*ds—j T-u-dS+j u, T;dr
L i s, At Lot (3.2.13)

t Su

+ -I uiTi*dF
S

t

*

Sabiendo que g;; satisface la ecuacion de equilibrio, se tiene

0 +bi =0 (3.2.14)
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donde
b/ = Akei (3.2.15)

es decir que la carga b; corresponde a una carga positiva en cada una de las
direcciones cartesianas, donde A¥ es la funcion delta de Dirac en el punto k.

3.2.2 Ecuacion integral: identidad de Somigliana

La ecuacion (3.2.13) puede ser escrita para cada una de las componentes
del desplazamiento para un punto X,

w(@) = uf = [

TyudS + j uj; b;dQ (3.2.16)
S

u;l'Tl' dS - -I
Q

S

ya que

o u; dQ = —j buldQ = —j Afuie; dQ = ufe;
-IQ 1y,] 1l q [ A} q i%i i *i (3217)

* - * . * - *
u; =uge; T; =Tye

La ecuacion (3.2.16) es conocida como la identidad de Somigliana
(Brebbia & Dominguez 1992). La funcion de peso u; satisface la ecuacion de
Navier (3.2.9) y por la definicién de solucion fundamental, u; es la solucion
fundamental para elasticidad.

La solucion fundamental para el problema de deformacion plana en un
medio eldstico es conocida como la solucion de Kelvin (Beer, 2001)
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1 1
ul-j = 87‘[(1——1])G<(3 — 4v)6ij In (;) + T"lr’]>

1

ar
Tij = — 47_[(1 — U)G - (((1 — 217)6ij + 27”’17",])% (3218)

- (@ -2v)(rm; - r,ﬂh-))

y en el caso tridimensional

1

Y T Ten(1— )G r (B =408, + 7))
1 or
LA

-1 -2v)(rm; - 771‘”1'))

donde n; coordenada i del vector normal exterior, 7 = r(X;,X) es la
distancia entre el punto X y el punto X, y r; es la derivada de r en la direccion

L.
3.2.3 Identidad de Somigliana para puntos en el contorno.

La gran ventaja del MEC estriba en el hecho de discretizar solamente el
contorno S del problema, por lo tanto es muy importante obtener una expresion
alternativa a la ecuacion (3.2.16) referida exclusivamente a puntos Xy
pertenecientes al contorno S (Brebbia ef al., 1984; Kane, 1994). El punto X,
debe entonces ser llevado al contorno, mediante un sencillo procedimiento que
se describe a continuacion, mostrado en la Figura 3.2.2
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Figura 3.2.2. Procedimiento para llevar el punto X, al contorno

Para facilitar el seguimiento de esta deduccidn, se incorporard en las
ecuaciones la diferenciacion entre los puntos de colocacion (ahora denotado por
X1) y el punto de integracion (ahora denotado por X).Tomando el limite de la
expresion (3.2.16), se obtiene

w@ =t [ (G DY@ - b G Dy (D ) dS@)
S=Se+Se (3.2.20)

; j (o Db, (D) dB(E)

Q

puede demostrarse (Hartmann, 1983) que en general y para una superficie
cualquiera, se cumplira

j u;; (%, H)t;(X) dS(X) =0 (3.2.21)
S—Se

Manipulando la expresion (3.2.20) se puede escribir que
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w0 = [ DY@ dS@ + [ ;G Db D)
3 . (3.2.22)
—tim [t D@ dS@
S—Sc+Se

Abhora, la tercera integral de la ecuacion (3.2.22), puede transformarse en

lim |t (G D) dSE)
S—Se+Se
S—S,
+ [5G ds)
Se

donde la integracion sobre S, puede ser modificada sumando y restando el

término f§ t;; (X, X)u;(%y) dS(X) de manera que
€

lim [ (E Dy @) dSE)
S—Sc+Se
=lim | t; G By @) dSE

S-S

(3.2.24)
+ [ G D@ @ -y @A
i,
+ j 5, G Dy () dSG)
i,
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Tomando en cuenta la continuidad de la funcién de desplazamientos u; (X;,)

la segunda integral del lado derecho de la expresion (3.2.24) se anula, por lo
tanto

lim [ G D) dS@)
€—0
S—Sec+Se

—tim [ ¢G0Py @) dS@
S-S,
() [ ) dS@)
Se

(3.2.25)

La integral fs—s t;; (X, X)u;(x) dS(X) debe ser considerada en el sentido de

Valor Principal de Cauchy (Zabreyko et. al, 1975) y su existencia se demuestra
si u;(%) satisface la condicién de Holder en el punto X, (Kellog, 1953) de tal
forma que

lw; (%) — wj(%)| < B r* (%, %) (3.2.26)

donde B y o son constantes reales y positivas y 7 (X, X) es la distancia entre
los puntos X, y X. En consecuencia, la expresion (3.2.20) se transforma en

() + 0 lim [ G, DS
Se
= [u G DY@ - G DY@ @D 3227)
S
+ j 1w, (o Db, (D)
Q
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Introduciendo el operador Delta de Kronecker §;; definido como

(1sioi=j
5l-j_{0 S i (3.2.28)

la ecuacion (3.2.27), se transforma en

Cij (X du; ()

_ j Ul (F D) (F) — ], (B Dy (%) dSE)
) (3.2.29)

+ j ;o Db, (DAAE)
Q

en donde el coeficiente C;;(X)) es funcion de la geometria del contorno y
queda definido como

CiyCi) = 8y + lim [ G, S (3230,
S

€

Para la evaluacion de expresion (3.2.30) se dispone de formulas adecuadas
en la literatura técnica (Hartmann, 1983; Ricardella, 1973) en contornos 3D y

2D, existiendo la alternativa de evaluarla mediante consideraciones de cuerpo
rigido (Cruse, 1969).

3.2.4 Discretizacion

La ecuacidn (3.2.29) puede escribirse de forma compacta, omitiendo los
indices y considerando ausencia de fuerzas de masa (b; = 0), de la siguiente
manera
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ckuk = ju*T ds — jT*u ds
s s

(3.2.31)
donde los vectores de desplazamientos y tracciones son
u “
u= (u;)’ en2Dyu= (uz> en 3D
u
T, (3.2.32)
T = (;1), en2Dy T = <T2> en 3D
2
T3

Ademias, el término libre c* = C; j (X)) es una matriz al igual que u* y T”,
que para el caso bidimensional son

* * * *
k_ (€11 C12 « _ (W11 U1z «_ (T Ti2
c - C C Ju - * * IT - T* T* (3.2.33)
21 %22 U1 Uz 21 122
y para tres dimensiones se tiene
* * *
€11 €12 C13 Ugr Uiz Usgs
c=(Ca1 Cn Ca|, u"=|uy Uy uxy| T'=
* * *
€31 (32 (33 Uzq; Uszp  Uzg

o (3.2.34)
Tll T12 T13
T3y Ty Tis
T3 T3 Tss

Al discretizar la ecuacién (3.2.31) en un numero N de elementos sobre la
frontera del dominio Q, los valores de u y T sobre cada elemento son
interpolados mediante las funciones de forma N;, donde N;(¢) depende de una

55



variable en el caso de dominios bidimensionales y N;(&,n) depende de dos
variables para dominios tridimensionales. Por tanto, la interpolacion puede
escribirse como

u = Nu"

T NP (3.2.35)

en la cual u™ y T" representan los valores nodales de los desplazamientos y
las tracciones y el vector fila N guarda las funciones de interpolacion N,

N=[N; N, .. N]J (3.2.36)

Sustituyendo las interpolaciones dadas en la ecuacion (3.2.35) sobre la
version discretizada de la expresion (3.2.31) se tiene

N
ckuk = T"j u*N dS—u”j T*NdS (3.2.37)
S; S;
j= )] )]

=1

donde la suma corresponde a los N elementos de la discretizacion de la
frontera. Ahora, se definen los siguientes términos

h};j =j N, T*dS, coni =1, ...,1
S

) (3.2.38)
Ikj = j N,u*dS, coni =1,...,1
S

J

que van a formar las matrices H y G de la formulacion matricial del método
de elementos de contorno. Es importante sefialar que en el caso de elasticidad
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los elementos h, iy gk ; son matrices 2X2 6 3x3, dependiendo de la dimension

del problema, cuya expresion matricial es
Hu—-GT =0 (3.2.39)

donde al obtener las matrices Hy G y aplicar las condiciones de borde
(ecuacion 3.2.10), se obtiene el sistema de ecuaciones de la forma

Ax=h (3.2.40)

La matriz 4 contiene los coeficientes del sistema, el vector b contiene las
acciones externas sobre el sistema y el vector x colecciona todas las incognitas
del sistema.

3.2.5 Implementacion numérica

Como se puede observar en las soluciones fundamentales, existe una
singularidad cuando r — 0 que es equivalente a decir X, — X, razon por la cual
es necesario estudiar dos casos: cuando X, # X y cuando X;, = X.

3.2.5.1 Integrales no singulares

Es necesario realizar la transformacion de coordenadas cartesianas del
elemento [ al elemento homogéneo correspondiente y luego integrar mediante
cuadraturas. Las integrales de la ecuacién (3.2.38) quedaran entonces como
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hij =j NiT*dS=j N;T*|J| d¢ en2-D
S

j Se

glicj :j N;u” dS=j N;u*|J| d€ en 2-D
S

! e (3.2.41)
hij =j NiT*dS=j N;T*|J| dédn en 3-D

Sj Se
glicj =j N;u* dS =j N;u*|J| dédn en 3-D

S; Se

donde S, es el intervalo [-1,1] o el tridangulo [0,1]X[0,&] o el cuadrado
[—1,1]%x[—1,1] dependiendo del tipo de discretizacion y de la dimension del
problema (Brebbia y Dominguez, 1992).

3.2.5.2 Integrales singulares

Para el caso de la integracion de los elementos de la matriz G se
recomienda el uso de cuadraturas como la de Gauss-Laguerre, ya que estas
funciones pueden integrar una singularidad débil. Sin embargo, para la
integracion de los elementos de H (H;;) se emplea, en el caso de elasticidad, la
técnica numérica de movimiento de cuerpo rigido (Beer, 2001), que consiste en
desplazar el dominio en cada eje coordenado asumiendo ausencia de fuerzas y
que combinada con la técnica de inflacion térmica se usan para analisis
poroelastico, que consiste en una deformacidén causada por una temperatura
(presion) unitaria en ausencia de fuerzas.
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3.3 Regiones infinitas

Algunos problemas de aplicacion a través del método de los Elementos
de Contorno pueden requerir el modelado como problemas exteriores, en lugar
de los clésicos problemas interiores. En los problemas interiores el material
queda confinado por el contorno, mientras que en los problemas exteriores el
material del medio tiende hacia el infinito, tal como se indica en la Figura 3.2.3.

a) Interior b) Exterior

Figura 3.2.3. a) Problema interior. b) Problema exterior.

La Identidad de Somigliana para el problema en cuestion se expresa como

e () = j U, G D) @) — £ G D, DS @)
S i (3.2.42)
+ [ G0y @ - 6 D DS @)

S
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La expresion (3.2.42) es valida para problemas externos si se cumple que el
limite cuando 7 — o del orden de la singularidad de las funciones se anula, es
decir

lim j 0 (u;; (X, %)) 0 (t;(x))
) (3.2.43)

— 0(t;; (X, )0 (u;(X)dS (%) = 0

Para identificar los términos de la expresion (3.2.43) véase la Figura 3.2.4

},ﬂ' a p \\ —

£ ° AAq \\S
§o.- \
I . !
| . a n - . ¢ v

-

| = @x
Y a x A °f

] . - s /

\ - ;

S ’ sa—— “contorno” en el infinito
N 4 =

Figura 3.2.4. Region infinita

Con base a las funciones presentadas anteriormente como las soluciones
fundamentales y tomando en cuenta el principio de Saint Venant, se puede
demostrar la validez de (3.2.43). En consecuencia, se pueden aplicar las mismas
expresiones tanto para problemas interiores como exteriores (Brebbia et al.,
1984).

3.4 Poroelasticidad axisimétrica

3.4.1 Formulacion

Para un cuerpo poroelastico en ausencia de efectos inerciales y luego de
aplicar el principio de conservacion del momento, la ley de Darcy y al
descomponer la tension total en tension efectiva del sélido y en la presion de
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poro del fluido, se llega a las conocidas ecuaciones de poroelasticidad lineal
(Becker, 1992; Banerjee, 1994; Banerjee & Butterfield, 1979)

(u+ D j; +pujj— P+ f; =0

. 3.3.1

donde u; representa los desplazamientos en cada eje coordenado, P es el
campo escalar de presiones, Ay u son las constantes de Lame, k es la
permeabilidad efectiva, f es el drained bulk modulus, f; son las fuerzas
volumétricas y Y fuente o sumidero de fluido.

La solucion de las expresiones en (3.3.1), asumiendo f; = 0 y ¥ = 0, puede
ser representada como una suma (u; = uf + uf,P = P¢ + PP) de funciones
complementarias uj para los desplazamientos y P€ la presion de poros, que
satisfacen la ecuacion diferencial

(u+ D +puf;; — P =0

- (3.3.2)
kPj; =0

y soluciones particulares u?(desplazamientos), PP (presion de poros) que
satisfacen la ecuacion diferencial

(o Dy, + pug ;= PP = 0

. (3.3.3)
kP’Z —aP —,Buj’j =0

Una observacion importante es que la expresion (3.3.1) es la ecuacion
para analisis poroelastico estacionario (Park & Banerjee, 2002). Siguiendo la
metodologia descrita en la seccion anterior, se puede obtener la ecuacion
integral de contorno asociada a la expresion (3.3.3)
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a;;j(uf N H;j HiP] ui
ap (%) P 0  Hppl |P€

g (3.3.4)

G;; G; tf 0
_ 1§ lP] i ds = { }
0  Gppl(q© 0

donde a;;(X) y ap(X) son parametros que dependen de la geometria, t{ son
las tracciones, q© en este caso corresponde al flujo de fluido y H;j, H;p, Hpp,
Gij,Gip 'y Gpp son las soluciones fundamentales asociadas al problema
poroelastico estacionario (Brebbia & Dominguez, 1992; Becker, 1992).

Como la solucién de la ecuacion (3.3.1) esta dada como una suma (uf = u; —
u?,PC = P — PP), la expresion (3.3.4) se puede escribir en forma matricial
como

[Hij HiP]{ui}_ Gij Gip]{ti}
O pr P O GPP q

335
_ [Hy HiP] uf| _ [Gyj GiP] t; (3:33)
0 pr PP O Gpp qp

Las funciones de forma globales y las soluciones particulares para los
desplazamientos, traccion, presion y flujo se expresan como (Park & Banerjee,
2007)

{P}—[ 1)
{ul} = [U){B}
{t'} = [T;1{B} (33.6)
(PP} = [P,Py] {g"}

62



(07} = [040»] {g"}

=l alf)=()=15 o)ty e

Ahora, al sustituir las expresiones (3.3.6) y (3.3.7) en la ecuacion (3.3.5)
se obtiene

S 6 AN |4 BCERS

donde

My ] = ([H][T;] = [64][T])IF]
[Mp;  Mpp] = ([HppllP, Pyl

~ A Coit 0
~lGmliee 0D|% 2]

(3.3.9)

Una observacion importante es que para la implementacién de esta
formulacion so6lo son necesarias las soluciones fundamentales clasicas para
elasticidad y potencial. Un cédigo para simulaciones de medios elasticos
isétropos bidimensionales desarrollado por Beer (2001) y en régimen,
modificado por Gonzédlez & Cerrolaza (2008) y Gonzélez et al. (2009) para
resolver problemas poroelésticos axisimétricos y estacionarios, fue empleado
para implementar la formulacion antes descrita y asi considerar la variable
temporal.
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3.5 Funciones de forma globales y soluciones particulares

Las soluciones particulares en caso poroeldstico se pueden obtener a
partir de la ecuacion diferencial elastica (solucion particular uP, PP) presentadas
en la ecuacidon (3.3.1). Al realizar las siguientes aproximaciones, se puede
obtener un conjunto de soluciones particulares y de funciones de forma global
para el problema poroelastico

JGEWICERVICH
n=1

NGRS WACERACS
n=1

JGEWACERVICH
n=1

W@ = ) UiE )R G

o) = ) Sy E)BE)
n=1

HOEDWACERICN
n=1

PP = D PulE Z)f (B + By, £y ()
n=1

AP = ) Q@ EBi(En) + Qpl, 0B Gin)
n=1

donde las siguientes funciones de forma global deben ser consideradas
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C, (%, 2) = C1A — Cyr
Con (@, %) = 81 (DLA — Dy1)? (3.3.11)
f = KlA - Kzr

siendo r la distancia entre X y X,,, A es una constante a seleccionar, mayor que
el didmetro del dominio y los coeficientes D;, K; y C;,i = 1,2, se pueden
calcular al encontrar los demas nticleos restantes por sustitucion (véase Park &
Banerjee, 2007).

En problemas de simetria axial, las expresiones (3D) anteriores para el caso
tridimensional general deben integrarse sobre el anillo (6), obteniendo asi las
funciones de forma globales axisimétricas

2
p@) = Y [ FG A0 B
n=1"9
X 2m
@) = Y [ G B0 i)
£ Jo
e ' 27 _
B(3) = zj Cp' (&, %) d6 B (i) (33.12)
n=1"9

X 2n
p - — U,a —>’ —)n dQ —)n
W2 (3) Zj (%, £,)d6 B(Z,)
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® r2m
HGEDY NCHCERLTIEN
n=1"0

X 2n
P(x) = T', _),_)n daé _)n
2 () Zj &, 7,)d0 B(Z,)

R _ _ (3.3.12)
PP = Y [ PG R G + PG g, ()
n=1"0
- 27-[ . .
HOEDY I NCESTACAERMCE RTINS
n=1"9
donde uZ y tg son definidas en el caso axisimétrico como
Wl=0d WYy () ={ &) (3.3.13)

En el trabajo de Gonzalez & Nieto, (2012) muestran expresiones generales
para las soluciones particulares y las funciones de forma global en
poroelasticidad, siguiendo la metodologia de Bai & Lu, (2004) para el caso de
potencial. Algunas de estas expresiones son:

ms
CZTV+2
f= 2 KO+ 20 +3)
v=m,
m;

y o (3.3.14)

g’l’l
V=222 i 2
—-T3 3r &4 sin (B—Bn)—v 3R cos(0 — 6,)

B < BrVv+2(r(cos(8 — 6,) + sin(@ — 6,)) + (z — z,))
Cij = % z k(+5+2)

v=m-q
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= z Br¥r(cos(8 — 6,) + sin(6 — 6,,))
B (—r?"1RE, (v + 3) cos?(8 — 6,))

T+ 2@ +5)
+ r¥*1sin( - 6,)

—rY3R%E2(3 + 4v + v?)(sin?(8 — 6,) cos(6 — 6,))
(3.3.14)

+ sin3(8 — 6,)))
+r?*1cos(8 — 0,) — 3r""1RE, (v + 3) sin(6 — 6,) cos(8 — 6,,)

+ 2R, V" 1(v + 3) sin%(0 — 6,)))

z .Brv(z - Zn) +i(( :_ Sn)) ( v_4R2€1%v(C052(0 - Hn) - 1)

v=m,
—rVY"2R¢, cos(0 — 6,))
donde
_ 2\/R&,
mET
L=+ (R+E2?%+ (z—z,)?
or  or oP,

M= T Y =g,
(R cos(a),Rsin(a),z)T = (R,0,2)T

X =
X = (§ncos(8 — 6,), &, sin(6 — 6,),2)"

n

Tomando la integral del promedio que aparece en las ecuaciones (3.3.14)
iError! No se encuentra el origen de la referencia. se obtienen las ecuaciones
generales para las soluciones particulares y de forma global que dependen de

mqym,.
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3.6 Ejemplo numérico: consolidacion de esfera saturada

Se muestra un problema de consolidacidon en una esfera solida saturada,
sujeta a carga uniforme, como indica la Figura 3.3.1

Figura 3.3.1. Seccion axisimétrica de la esfera

Las propiedades del material son k = k/)/w =10, E=10, v=0,

v, = 0.5y B = 1. Se emplearon 17 elementos lineales en la discretizacion de
la frontera y 13 nodos internos dentro del dominio. La solucion analitica para la
presion de poro y el desplazamiento es

= —8u + 2(4u — s,) cos\/s_n
U,(0,7) = ) e=snT
Sp — 12u, + 16u?
n=1 (3.3.15)
3—4u

Up(1, T =1—2§
R(LT) 1Sn—12,uc+16,u§e
n=

—snT

y se obtiene tomando las cantidades adimensionales

_Yp T = F 52
B P'R_a'”c_l+2ﬂ'lc_/1+2u (3.3.16)

cyt
a?’

T = U

p
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donde a es el radio de la esfera, ¢, es el coeficiente de consolidacion, U, es
la presion de poro, P es la carga aplicada, t el tiempo y r la distancia al centro y

—s,, son las raices de (s + 4u) sinh+/s — 4u+/s cosh+/s (ver Park & Banerjee,
2007).

Los resultados obtenidos usando el conjunto de funciones de forma y
soluciones particulares para los pares (my = 0, m, = 1)y (my =0y m, = 2)
(Gonzédlez & Nieto, 2012) se presentan en la Figura 3.2.2, los cuales se
comparan con la solucion analitica del problema.

La implementacion de método de Reciprocidad Dual en el Método de
Elementos de Contorno, representa una solucion al problema de calcular
soluciones fundamentales para cada problema particular. Sin embargo, este
atractivo tiene sus complicaciones propias, las cuales radican en la seleccion de
funciones de forma global, soluciones particulares y el computo de matrices
inversas.
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PrESién A L A A ' A A A A A A
1.61 -
-» - Numérica (m1=0, m2=1)

—a— Numérica (ml1=0, m2=2

— Soluciéon Analitica

141 —

1.2

1.01

081 =~

061

041

021 -

001 —

0003 0103 0203 0303 0403 0.503 0.603 0.703 0.803 0.903 16'0
' -

Desplazamientos
0995 = "

0875 —

0755 -

0635

0515

0395 -

0275 — TR s
-» -~ Numérica (m1=0, m2=1)

0.155 — —a— Numérica (m1=0, m2=2) |k
—— Solucién Analitica

0035 — B
0003 0103 0203 0303 0403 0.503 0603 0.703 0803 0.903 ‘Blﬂ
T

Figura 3.3.2. Arriba: evolucion de la presion en el centro de la esfera. Abajo:

desplazamientos en el punto r=0 y z=1.

Para la seleccion de las funciones de forma global y soluciones
particulares la literatura especializada (Bai & Lu, 2004; Partridge et al,. 1992;
Park & Banerjee, 2002; Park & Banerjee, 2007) muestra que los polinomios en
la variable r (distancia entre los puntos de colocacion y fuente) son excelentes
funciones de aproximacion. En el caso de las matrices inversas, la capacidad de
calculo de las computadoras modernas brinda una manera eficiente de sortear
dicho obstaculo.
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CAPITULO 4. FORMULACION INTEGRAL DE LA
ECUACION DE DIFUSION-CONVECCION-REACCION

4.1 Introduccion

Algunos fendémenos como la dispersion de particulas, transferencia de calor,
concentracion de quimicos, crecimiento de poblaciones, y algunos mas, que son
propios de diversas areas y en particular de la ingenieria, pueden ser modelados
con la ecuacion de difusion-conveccion-reaccion.

El Método de Elementos de Contorno provee formulaciones para resolver
problemas dependientes del tiempo en el sentido de ecuaciones integrales
referidas solo a la frontera del dominio de estudio. Entre estas formulaciones se
destaca el método de reciprocidad dual (MRD, Partridge et al., 1992) el cual
ha sido implementado anteriormente para poroelasticidad lineal (Park &
Banerjee, 2007) y andlisis difusivo-convectivo-reactivo (Ferragut et al., 2007).
Las ventajas de los métodos integrales incluyen la alta precision de las
soluciones tanto en la frontera del dominio como dentro del mismo y el buen
desempeio para obtener la solucion de problemas acoplados (multifisica) en
multiples regiones (Partridge et al., 1992; Banerjee, 1994; Beer, 2001).

La formulacion presentada en este capitulo sirve de base para el desarrollo
de un modelo metabolico del disco intervertebral (el cual se explicara en detalle
en el capitulo 5), donde se desarrollaron cddigos computacionales para simular
la concentracidn de nutrientes en el disco, para el cual fue necesario realizar una
descripcion de las ecuaciones que rigen el proceso difusivo-convectivo-
reactivo; y ademas simular el comportamiento mecanico del disco mediante la
implementacion de las ecuaciones de poroelasticidad lineal, estudiando como
la carga afecta el metabolismo de dicha estructura, adicionando los términos
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necesarios para obtener un codigo MEC-MRD (Método de Elementos de
Contorno y el Método de Reciprocidad Dual).

4.2 Ecuacion de difusion-conveccion-reaccion

Algunos fendémenos como la dispersion de particulas, transferencia de calor,
concentracion de quimicos, crecimiento de poblaciones y algunos mas, que son
propios de diversas areas y en particular de la ingenieria y ciencias aplicadas,
pueden ser modelados con la ecuacion de difusidon-conveccion-reaccion en
régimen transitorio

ou -
E+v.Vu—DV2u—ku=0 X € Q, t>t, (4.2.1)

donde v es la velocidad del medio, D es el coeficiente de difusion y & es la
velocidad de reaccion. El objetivo es encontrar un campo escalar que satisfaga
la ecuacion (4.2.1), que por razones de simplicidad y con el objetivo de hacer
que esta obra sea de apoyo para interesados en los detalles del MEC,
consideraremos la ecuacion (4.2.1) en régimen estacionario sobre dominios
bidimensionales o tridimensionales

DV2u —9.Vu+ku=0enQ, (4.2.2)

con las siguientes condiciones sobre la frontera del dominio:
Condicion de Dirichlet: u =wu, sobre I} (4.2.3)

. .y Ju
Condicion de Newmann: q = o = Vu.n=gq, sobrel,
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donde n es el vector normal exterior a la frontera, ' = 00 =T; UT,, v es el
vector velocidad del medio, k es el coeficiente de reaccidn, u, y qo son valores
conocidos, como se indica en la Figura 4.2.1.

Figura 4.2.1. Definicion geométrica del problema.

4.3 Formulacion integral

Aplicando el método de residuos ponderados y utilizando las identidades de
Green (Inglessis & Cerrolaza, 2003; Banerjee, 2004) se obtiene la formulacion
débil de la ecuacion (4.2.2)

j u*(D V?u — 9. Vu + ku) dQ
Q
= jDu*(Vu.n) dr —jDVu Vur dQ
r Q
—ju*u v.n dF+ju17.Vu*dQ+jkuu*dQ 4.3.1)
r Q Q
= Dju*qu‘— Dju (Vu*n) dl — ju*u v.ndl
r r

r
+jDquu*dQ+ju13.Vu*dQ+jkuu*dQ
Q Q Q

donde la funcion u* es conocida como la solucion fundamental asociada y es
la solucidn de la expresion (4.3.2)
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DV2u* + 3.V + ku' = —8(% — X;) (4.3.2)

en la cual § es la funcion delta de Dirac.
4.3.1 Solucidon fundamental

Cuando k =0 y v =0, la ecuacion (4.2.2) se conoce como ecuacion de
Laplace, cuya solucion fundamental u* para medios isotroépicos y que satisface
VZu* = §(X — X;), tiene expresiones simples y bien conocidas (Brebbia &
Dominguez, 1992)

- - 1 1 > -
u*(x,x;) = ﬂln (7"(55—»551)), X, X;
€ (0 en dos dimensiones
(4.3.3)

u*(%,%;) =——=—=—, X,X; €Q entres dimensiones

donde 7(X, X;) es el vector posicion y r(¥%,X;) es la distancia del punto de
colocacion (¥;) al punto de integracion (X). La ecuacion integral de contorno
obtenida en la ecuacidn (4.3.1) es la base fundamental para la formulacion del
Método de Elementos de Contorno.

Sin embargo, en el caso de la ecuacion general de difusidn-conveccion-
reaccion, la solucién fundamental es bastante mas compleja y se deducira aqui
para ilustrar el procedimiento general utilizado para su derivacion. Sea L un
operador diferencial que actua en un espacio de funciones definido por

Llux)] =f (@) (4.3.4)

En Haberman (2003) se demuestra que la solucion a la ecuacidn anterior con
condiciones de contorno es de la forma
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b
(@) = j G 2)f (&) di, (4.3.5)

a

De aqui se sigue que el operador inverso a L es un operador integral, donde
G (%, %,) es la funcion de Green asociada a L y es la funcidn de influencia sobre
la fuente f(X). Para el caso particular en el que f(X) es una fuente concentrada
en X = X;, es decir, f(¥) = 6(X — X;), se cumple que

b
u(x) = j G(X,%0)6(Xg — %) d¥y = G(X, X)) (4.3.6)
a

A partir de esta expresion se puede decir que la Funcion de Green es la
respuesta en X debida a la fuente concentrada en X;. De esta manera

donde L* es conocido como el operador adjunto a L. Sea u* = G (X, X;) una
funcion de Green que satisface el operador (4.3.7) sin imponer condiciones de
contorno. A la funciéon u* se le denomina Soluciéon Fundamental, como se
menciond en la seccion anterior.

Entonces la solucion fundamental u* puede definirse fisicamente como la
respuesta en cualquier punto de un medio conductor infinito bajo la accion de
una excitacion energética en un punto especifico del medio conocido como
“punto fuente”.

De aqui en adelante se considerard el punto ¥ como un punto en el dominio
sobre el cual se determinaran los efectos producidos por la fuente puntual y a
dicho punto se le llamara punto de integracion, mientras que al punto X; se le
denominara punto fuente o de colocacion y representa la excitacion de la carga
unitaria.
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La solucion fundamental gracias a sus caracteristicas representa un elemento
indispensable para la utilizaciéon del método de elemento de contorno, sin
embargo, no siempre es posible hallar una. A continuacién, se detallan los
calculos necesarios para encontrar la solucion fundamental del problema en
estudio.

La solucion fundamental para problemas estacionarios en dos dimensiones
se deduce a partir de la ecuacion (4.3.7), cuyo operador L* estd dado en este
caso por la expresion (4.3.8) la cual se deduce de la ecuacion (4.3.2)

L*(*) = DV2(*) + 3.V(*) + k(*) (4.3.8)

Considerando la dependencia temporal, la ecuacién (4.3.8) se escribe como

*

Ju
DV2u*(X, %;,t) + v.Vu*(%,%;,t) + ku*(%,%;,t) — ¥ (X, %;, t)
=—0(X — %)

(4.3.9)

Para resolver la ecuacion diferencial anterior, se utiliza la Transformada
Doble de Fourier (2D), la cual se define como

1

F() =— " [T f(®e ¥ di,

donde 1 = (4;,4,) y f(X) es una funcion absolutamente integrable, con un
numero maximo de discontinuidades y un grado de oscilacion finito, mientras
que la transformada inversa se define por

F®) = j_o:o j_o:op(i)eﬁfdi
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La transformada de Fourier asi definida goza de una serie de propiedades de
continuidad (Haberman, 2003), las cuales garantizan que puede extenderse a un
espacio de funciones generalizadas. En vista de este hecho y dado que u* es una
funcion generalizada, es posible aplicar la transformada de Fourier (que se
denotara por u*) a cada uno de los términos involucrados en la ecuacion (4.3.9).
Por tanto

V2w (7, %, t) = — 22w (4, %, t), siendo A2 = || ||

Vur (%, %, t) = i.Awr (4, %, 1)

—

6/11* N au* - R
E(xrxi:t) = 1 4 X, t)
S(F"2) = — 1 o-isi
(x—x) = 4n2€

Entonces, la expresion (4.3.9) puede reescribirse como sigue

ou* 1

_ ol Eil

ot 4>

—D(A} + )W +iv, 4 U+ ivy, Lu + kut -

S
Considerando que A y X; estan fijos y agrupando convenientemente los
términos de la ecuacion anterior se tiene que

—
*

dt

+[D(A2 + 23) — ive Ay — ivy A, — kU7
1

o
— —i XA

T 472

(4.3.10)

la cual depende unicamente del tiempo y puede verse como una ecuacidén
diferencial ordinaria, cuyo factor integrante es

e (D(A3+23) =i vy =i vydy—k)t
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De esta manera multiplicando la ecuacion (4.3.10) por el factor integrante e
integrando sobre [0,t] se puede obtener

— . . 1 . —)_> t . .
u*e(D(/1§+/1§)—lvx/11—lvyxlz—k)t — 7 Ze—lxixlj e(D(A%Hl%)—lvx/ll—Lvy/lz—k).‘r dt
/3
0

Asi, se tiene que

—_— 1 . T t . .
u*(/'l,ic’-,t) — e~ i %il e(D(A§+A§)—wx M=ivyda=k).(1=t) 41
' 412 o

Aplicando la transformada inversa de Fourier, puede escribirse que

00 0o 1 . t ) ) o,
:j j [We“” f e PA+AD)—ivx du=ivyla=l)=Ogr | 0i3%g) 42,
—o00 V=00 0

Después de cierta manipulacion algebraica y tomando en cuenta que X =

R T .
o)y % = (x;,x;,) , setiene

1

t [e) [¢)
= — U j [e(D()l§+/1§)—i.vx =iy dy—k).(T—t)+[iAq (x—x;,)+il; (y—xiz)]]d/h d/12] dt
Ame Jo 1) )0

Abhora, al asociar de la siguiente manera se obtiene

u* (f) fi: t)
t o0
_ 1 ek(t_r) j e[—Dl%HUxh](t—‘f)"'i/ll(x—xil)dﬂl
4n? J, —oo

y [ f o[-DAZ+i vy Ao (-1 iy <y—xl-z>auz] dr

(4.3.11)
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Llamando

11=j e[—D/’l§+ivxll](t—‘r)+i/11(x—xi1)d/11; I

_ j pl=DA3+ivy 25| (t-1)+id, (y_xiz)d/lz

La ecuacion (4.3.11) puede expresarse de la siguiente manera
1 t
u* (%,%;,t) = — j ekt Ldrt (4.3.12)
2m J,

Para resolver I, se escribira el argumento de la forma

[-DAZ +iv ]t — D) +id(x—x) = il[v(t — 1)+ (x —x; )] — DA(t — 7)

A
= —D(t—1) [A% - ﬁ [Vx(t —7)+ (x - xil)]]‘
donde

A
[Af — ﬁ [t — 1) + (x — Xiy )]]

[, =0+ (- x)] ’

Tt 2D(t — 1) ]

N vt — ) + (x —xil)]zl
4D2(t — 1)2

Sustituyendo estos cambios en la ecuacidn de I; y simplificando, se tiene que

i[vx(t—r)+(x—xi1)]

2
2D(t—1) ] dll

[vx(t_‘[)-l-(x_xil)]z © —D(t—T)[Al
11 —e 4D(t-7) j e
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Considerando ahora un primer cambio de variable dado por

_|; i[vx(t—r)+ (x—xil)]
’"‘[1_ 2D(t — 1) ]

se puede escribir I; como,

[(x—xi,)+vx(t-D]” oo
ILL=e 4D(t-1) j e~ Kt-Dm? 1.

Luego al realizar un segundo cambio

L=m.\/m, dm =

dL

JD(t—1)

se tiene que

[(c—xi)+va(t-D]" po0 =124
Il =e 4D(t—T) -I _—
—00 4/ D(t - T)

Es bien conocido que (Abramowitz & Stegun, 1965)
j e dx =+n

y por tanto se puede obtener

\/E [(x_xi1)+vx(t—r)]2

I = —@9¢ 4D(t—T)

VD(t —1)

De la misma manera se tiene que

Jr [(y-x1,)+vy (=D

I = —@9 4D(t—T)

JvD(t —1)
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Entonces, al sustituir estas dos ultimas expresiones en la ecuacion (4.3.12) se
obtiene

u* (J_C), Q_C)i, t)
1 [t gekdD ~[(e=xi) 4o (t=D)]" [ (y=x1) +vy -0 (4.3.13)
~ an? j D(t—1) ¢ e &
. _

Desarrollando el argumento de la exponencial, la ecuacidn anterior queda

(x=x;,) +(y-xi,) 24
SR (o) 2O ] pfeies]
- d
AT 0 D(t—1) ‘
Si ahora se introducen los siguientes cambios
2 2 2 2
vy + vy vy + vy
= + k| (t—1), dp = — + k| dr,
® [ D ] (t—1) @ [ 2D T
_ %
t-t = [v% + v} N k]
4D
en la expresion (4.3.13), se obtiene
[Ge—xiy Jvst (y—xi, vy
_ 2D
- 4nD (4.3.14)
(x_xi1)2+(y_xi2)2 1736""‘73/ o
vx+vy k] 4D 4D k] p
4D
X j e ¢ 0 22
0 @
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Por otra parte, tomando

vi+vi k
4D? D

;o l() =) |

y teniendo en cuenta que ¥ = (v,, 1)) y ¥ = (X — Xx;,, ¥ — X;,), la ecuacion

(4.3.14) puede escribirse como
2

2 2
vZ+vy BT
R 7 ([T ke Pdy
u* (X, x;,t) :_47tDe 2D —<p
0

Si el tiempo es suficientemente grande, esto es, cuando t = oo, el problema

temporal tiende al problema estacionario. Entonces,
2

vi+vy BT
L. 1 o7 D tKlte” e Pdy
lim u*(x, x;,t) = —=e 2D lim —_—
t—o0 41D tooo Jo @
Por lo tanto
B?_
1 PP [(Pe @ ¢
*(¥ ¥.) = —— ¢ 2D
Haciendo el cambio
o= Be?; do=pe%dd

se llega a
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1 @ _
u*(if,fi) — _e—%j e—ﬁ(e b+e) do

4ntD
1 vro®
— -57 —2p cosh(6)
27D € ZDJO € do (4.3.15)

- >

1 _vr 5
= —_— 2D
ZnDe K,(2B)

donde K, es la funcion de Bessel modificada de orden cero (Abramowitz &
Stegun, 1965). Finalmente se concluye que la solucidon fundamental asociada a
la ecuacidén difusidon-conveccion-reaccion bidimensional estacionaria con
velocidad constante es
vF

w® %) = e m Ko (T2 r) (4.3.16)

2D

. . T 2 2
donde %= (x, )7, % = (x;,x;,), r= \/(x —x) +(y—x,)" y
lvll = \/vZ + v es el modulo del vector velocidad.

La derivada normal de la solucion fundamental es la siguiente

A _au*_au*(ar)
== 50 = o \on
_ou (or (ax)+ar (6y)+6r (62)
— ar \ox\on/ ay\on/ " az\on (4.3.17)
1 _¥7 [v, or
= e |22 Ko(ur) - n ks (w5 ]

donde v, representa el producto interno entre el vector velocidad y el vector
normal, —K; es la derivada de la funcion K, , conocida como funcion de Bessel
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modificada de orden uno (Abramowitz & Stegun 1965) y u = T

Ahora
considerando que

ar or (0x Jr (dy or (0z 0x dy 0z
—=—\==)t+t—=\=)+—=\=), —=ny,, —=n,, —=
an  dx \on dy \on/ = az\an/ ’ on on Y’ on (4.3.18)

nZ
y por tanto

or 1
éz;[“x(x—le) +ny(y — x3,)] (4.3.19)

Para calcular la solucién fundamental tridimensional se procede de la misma
manera, empleando la transformada de Fourier respectiva, obteniéndose
(Grigoriev & Dargush 2005)

1 _TU+[T[Y]

u*(f, 7_51) =T 3.€ 2b -, (4320)
X, X; € Q en tres dimensiones

4.4 Formulacion integral para puntos en el contorno

En este apartado se formulard la ecuacion integral de contorno para puntos
en la frontera del dominio. Las integrales de dominio presentes en la ecuacion
(4.3.2) pueden ser calculadas empleando las propiedades de la funcién delta de
Dirac como sigue

ju (DV?u* + v.Vu* + ku*)dQ = ju (=6(% — %))dQ
a a 4.4.1)

= —u(x) =~
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Por lo cual la ecuacion integral de contorno (4.4.1) se transforma en

Un

u(a’c’-)+ju e ut— dF—ju* dl =0
DT (4 >) S (4.4.2)

Luego de aplicar las condiciones de contorno, la ecuacion (4.4.2) puede ser
reescrita como

%
u(fi)+j u(q*—u*En) dF—j u*qdl =
Fl FZ
(4.4.3)
vTL
u'q dl“—j U lq" —u*—)dr
jr 0 . 0( D)

1 2

Se puede observar que para cada X; € Qy X €I’ se obtiene una nueva
ecuacion integral para obtener el valor de u en cualquier punto interno. El MEC
se caracteriza por estudiar el problema en la frontera del dominio, por lo que es
necesario considerar el comportamiento de la ecuacion (4.4.3) cuando X; — T.
Por tanto, es importante tener en cuenta la siguiente observacion: para el caso
en que X; esté proximo a x , el radio r tiende a cero, por lo cual las integrales
presentes en (4.4.3) son singulares y se deben calcular en el sentido del valor
principal de Cauchy (Inglessis & Cerrolaza, 2003; Beer, 2001).

Considérese una semiesfera de radio € para el caso tridimensional o un
circulo de radio € para el caso bidimensional, como ilustra la Figura 4.4.1
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Caso 3D: Hemisferio alrededor de xz;

Contorno I

Caso 2D: Semicirculo alrededor de z; Punto Fronfera x:

Figura 4.4.1. Puntos de colocacién en la frontera para los casos bi y tri-dimensional.

En la ecuacion integral (4.4.2), las integrales se pueden tomar en el sentido
de valor principal de Cauchy con la extensién del dominio alrededor del punto

X; con un arco o una parte de la esfera de radio € como se muestra en la Figura
4.4.1.

Con la extension del dominio de tal maneraque Q=QU Q. yI'=TUT,,
siendo (), el dominio extendido y I, la frontera que envuelve a dicho dominio,
se consigue que X; se ubique en el interior del nuevo dominio, con lo cual es
posible escribir

u(E,) = j w3, 2)q(®) dr
FuTe 5 (4.4.4)
- j u(®) [—”u*(f,fi”q*(z,fi dr
rur, D

Esta expresion puede ser reescrita en el sentido del Valor Principal de Cauchy
como sigue
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u(E,) = j (%, 2)q(2) dr — j u(@) [%u*(if,fi) +q*(f,fi)] dr
r r

+ lim | uw* (%, %;)q(xX) dr, (4.4.5)
-0 T,

-

v
—lim | u() [—nu*(f, X))+ q (%, fi)] dr.
€-0 r, D

Entonces, tomando el primer limite de la expresion (4.4.5) en el caso
bidimensional y considerando que I, esta determinado por el arco de radio € y
abertura a, tal como se muestra en la Figura 4.4.1, entonces

1 Ve
lim | u*(%,%)q(x) dI. = lim | —e 2D K,(ue)q(x) dr,
e€—0 Fe e—0 FEZTE
1 (¢1 _w )
=—n161£% i 5o € 2P Ko(ue)q(x)e dop

a . A S
= %lelilée 2D K, (ue)q(x)e =0

En el caso tridimensional, el contorno I'; es la parte de la superficie de una
esfera de radio €, por lo que el primer limite resulta

2 EV+|el|v]

a
e~ 2D
lirr& u*(X,%;)q(%) dI, = lirr(}j j ———q(X)e?sin(0)dOd o
E— E—
0 0

r, 4 D €
_EU+]el|v| a 27
. e 2D - . _
= Ll_t)f&wq(x)ej sin(@) dej de =0
0 0

Por lo tanto, la primera integral del Valor principal de Cauchy presente en la
ecuacion (4.4.5) satisface la condicion

lim | w*(%,%;)q(x) dI. =0
-0 r,
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Abhora, para el segundo limite de la ecuacion (4.4.5), nuevamente se calculara
el caso bidimensional y luego el tridimensional. En dos dimensiones se tiene

que
llmj u(x) [—u X, x;) + q* (%, %; )] dr,

1_7) a
= lim u(x) [—nu*(f, X))+ q*(x, fi)] j edo
€-0 D 0

—-aeggu X D Zne o\UE)E

-

1 Un de
+§;€“)E5f%wé)—ﬂKdudgﬂ6]

QU
ml

[~ Ky (e = = >—u(@)

o

. I S
=a161£%u(x)%e 2

mientras que en el caso tridimensional se puede escribir

- 1_7) - - - -
lim | u(x) [—nu*(x, xX;) +q (%, xl-)] dr,
€—0 r, D

2m L _evtely|

a
U, e 2D
=limjj ulx) | ————
€—0 D 4mD e
0 0
_E+[ElT]

DEfr_i_l_E.’fiv_l_vn e 2D 2 gin(6)d0d
€2 2€ 2 41D € € s ¢

ev+|e||v| 21

a

_ Den env wv,le " _

_u(x)(lgl_r)r(l) [ez + P +2 “aDe € jjsm(@)d@dgo
0 0

= —u(%;) sin? (g)

Una observacion que se puede realizar a partir de los limites antes

. VA . . .
calculados es que si @ = 3 (superficie suave) se tiene que el coeficiente es 0.5.

Entonces la ecuacion (4.4.5) se transforma en
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v u*

u(x;) = jU* (%, X;) %(X) — u(x) Enu (%, %;) + 7 (%,%;)| dr
r
a -
+§u(xi)

Agrupando términos, se obtiene una expresion integral para los puntos en la
frontera, dada por

- > au -
u* (%, %;) 77 (%)
N ) (4.4.6)
- vn > au = =
—u(x) [Eu*(x, X;) + (%,x;)|dI’

cGiuG) = |

r

on
donde, para el caso bidimensional ¢ (¥;) viene dado por

% si X; €T yT essuave
C(fi) — (1 — %) =41- % si 551- er y [ no es suave (4_4‘7)
1 si fi € Q

A partir de la expresion (4.4.6) se puede calcular el valor de la variable u
sobre la frontera. Sin embargo, es necesario calcular las integrales de contorno
y dichas integrales no tienen una expresion cerrada por lo cual es necesario
dividir el dominio en elementos, lo que serd explicado en detalle mas adelante.

4.5 Discretizacion de la frontera

La discretizacién de la expresion (4.4.6) conduce a la obtencidén del
sistema de ecuaciones, a partir del cual los valores de la variable sobre la
frontera son calculados. Consideraremos un dominio () cuya frontera es
dividida en N elementos (Figura 4.5.1), que para dominios bidimensionales son
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segmentos de curvas (elementos) y para tridimensionales pueden ser
superficies triangulares (elementos triangulares) o cuadrildteras (elementos
cuadrilateros). Los puntos donde los valores de la variable son desconocidos se
denominan nodos. Para el caso que los nodos so6lo estan en el punto medio del
elemento, la discretizacion se realiza con elementos constantes (Figura 4.5.1.a),
para el caso que los nodos son los extremos del elemento (Figura 4.5.1.b) se
realiza con elementos lineales y si el elemento es curvo la discretizacion es de
elementos cuadraticos (Figura 4.5.1.c¢) donde por elemento se tienen los nodos
extremos y un tercer nodo ubicado en el punto medio del arco (elemento).

De manera andloga se procede para los elementos correspondientes a la
discretizacion de dominios tridimensionales. Para el caso en el que se considere
necesario se pueden definir elementos o interpolaciones de grados superiores
(interpolaciones cubicas, cudrticas, entre otras) para tener una mejor
discretizacion del dominio (Banerjee, 1994; Becker, 1992).

Al realizar la division de la frontera en N elementos, la ecuacion (4.4.6) puede
ser reescrita para un punto X; dado de la siguiente manera

N . N
- - ﬁ * * _z * —
c(xX)u(x;) +ZLu[Du +q]dF . jr qudl =0 @5.1)
j=1 ") j=1 ")

Dependiendo del tipo de interpolacion sobre las variables de estudio, es
necesario realizar ahora consideraciones sobre la expresion (4.5.1) para obtener
cada una de las ecuaciones por cada X;.
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(b) elementos lineales

4 Cuadriliteros

Tnangulos

(c) elementos cuadraticos

Figura 4.5.1. Tipos de elementos para discretizar la frontera. [zquierda: dominios
bidimensionales discretizados con elementos constantes, lineales y cuadraticos. Derecha:

dominios tridimensionales discretizados con elementos triangulares y cuadrilateros

4.5.1 Elementos constantes

Los valores u y g se consideran constantes sobre cada elemento y se calculan
en el nodo del centro del elemento. Para este tipo de discretizacion la superficie

: T : . 1
siempre es suave por lo que el término libre tiene coeficiente p Los valores u y

q , al ser constantes, quedan fuera de las integrales y se empleara la notacion de
u; y q; para el elemento j, entonces de la ecuacion (4.5.1) se tiene
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N
1 U
—u(x; . —u* “1dl’ —
2u(xl) +Zu]jrj [Du +q]

j=1

] udl'=20
9 jrj (4.5.2)

N
j=1

Ahora so6lo es necesario calcular dos tipos de integrales sobre cada elemento
cuando se evalta la solucion fundamental en los nodos i y j pertenecientes al
elemento j. Para representar dichas integrales es comin emplear la siguiente
notacion (Brebbia & Dominguez, 1992)

-

_ v
H--=j [—nu*+q*]dF; G--=j u*dr
H Iy D H r (4.5.3)

j
Sustituyendo la ecuacion (4.5.3) en (4.5.2) se tiene

N N

1 _

J=1 J=1

Incorporando el término libre y tomando H;; = % 6;j + H;;, donde § es el

ij>
delta de Kronecker, se tiene la siguiente expresion

N N

2 Wity = 2 9jGij =0 (4.5.5)

J=1 J=1

Abhora, si se asume que i variade 1 a N y que las integrales dadas en (4.5.3)
se pueden calcular para el punto medio de cada elemento, se obtiene un sistema
de ecuaciones, el cual se puede expresar de forma matricial como
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Hu—-Gg=0 (4.5.6)

donde H y G son matrices densas de orden NXN y u y q son vectores de
dimension N. Es facil ver que para N; valores de u y N, valores de q conocidos
sobre I} y I, respectivamente se tiene que N; + N, = N, ya que s6lo hay N
incognitas en el sistema de ecuaciones (4.5.6). La aplicacion de las condiciones
de contorno reordena el sistema moviendo las columnas de H y G multiplicadas
por el u; o q; correspondiente, al lado derecho cuando los valores de u o de g
son conocidos y al lado izquierdo en caso contrario. Al pasar todas las
incognitas al lado izquierdo se obtiene un sistema de ecuaciones de la forma

(4.5.7)

donde x guarda los valores desconocidos de u y g sobre la frontera, b es
calculado por la multiplicacion de las correspondientes columnas de H o G y
los valores conocidos de u o q.

4.5.2 Elementos lineales

Se considera que los valores de u y g varian linealmente sobre el elemento.
Una vez obtenidos los valores de u y g en los nodos del elemento se interpolan
mediante las funciones N, (&) y N, (&) para el caso bidimensional, donde &
corresponde a la coordenada homogénea. Para el caso tridimensional, si la
division del dominio en elementos se realiza por triangulos o cuadrilateros, la
interpolacion se realiza mediante las funciones N;(&,7),siendo & yn las
coordenadas homogéneas. Entonces para el caso bidimensional la interpolacion
de las variables est4d dada por
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N.
u(é&) = uy Ny + u; N, = [uy uy] N;]

Nl] (4.5.8)

q(&) = ¢1N; + q,N, = [q1 q;] N,

donde la coordenada homogénea é € [—1, 1] y las funciones de interpolacion
para este caso son

1— 1+
Ni(§) = Tf; N2 () = Tf (4.5.9)

En dominios tridimensionales discretizados con elementos triangulares, la
interpolacion de las variables es

Ny
N,
N3
Ny
N,
UE

u(§) = uyN; + u; N, + ugNs = [uy u, us]

(4.5.10)
q(&) = ¢N; + q;N, + q3N; = [q; q q3]

donde las coordenadas homogéneas (&,1) € [0,1]Xx[0,1] y las funciones de
interpolacion para este caso son

N1(Sc:77) = 5
Nz(f»n) =1

NyEm) =1—¢§—n (#5101

Por ultimo, para elementos cuadrilateros de 4 nodos las interpolaciones son
las siguientes
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Ny

N
u(§) = uyNy + u; Ny + ugNs + uyN, = [ug up us uy] N;

N,
N (45.12)

N
q(€) = ¢1N; + quN, + q3N; + quN, = [q1 G2 g5 q4] N;

N,

con coordenadas homogéneas (§,1) € [—1,1]x[—1,1] y las funciones de
interpolacion para este caso son

1
N, (&) = Z(l - —-mn)

1
N,(&n) = Z(l +&A—-1n)

1

1
Ny(&,n) = Z(l - +n)

Entonces al considerar la interpolacion sobre las integrales de la ecuacion
(4.5.1) para el elemento j-€simo, se tiene que la primera integral presentes en
dicha expresion se puede escribir como

Jp v [%”u +q°] dr = [ [V, V] (%n“ +q)dr [Zﬂ (4.5.14)

J

para dominios bidimensionales, donde por cada nodo del elemento j, se tienen
los términos
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7
hi; =j N, (Enu* +q*>dF
F.

]

7
hl-zj = J- Nz <Enu* + C[*> dr’
Fj

De manera similar, para la segunda integral en la ecuacion (4.5.1) se puede

escribir
-Ir

(4.5.15)

. g . q1
qudl = jr [N, N,] u*dr [qz]

j j

donde

gij = j N,u*dl ;  g§ =j N, u*dTl (4.5.16)
r

j Tj

Ahora, en el caso tridimensional, tomando elementos triangulares la
interpolacion queda como

-

ul—u*+q°| drl
T D

B “
r

Us
donde para cada nodo del elemento j se tienen los términos

(4.5.17)

j
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r
v 4.5.18
Fj D

v
hi; = f Nj <3nu* + q*> dr
1".

J

Nﬁn*+*dl“
1Duq

j

Se procede de manera similar para la segunda integral de la ecuacion
(4.5.1). Como el valor de u es unico en cada nodo entonces el valor u, del
elemento j es igual al u,; del elemento j + 1 (Figura 4.5.2), mientras que en las
esquinas el valor del flujo puede ser diferente, ya que depende del vector normal
en elementos contiguos.

(3) (2)

) oy

/ Elemento j+1

Elem i
Elmentoj + 1
Elemento j
(2) a)

1
(1) @

b)

Figura 4.5.2. Elementos de variacion lineal: a) segmentos rectos. b) elementos triangulares

Tomando este hecho junto con las ecuaciones (4.5.15) y (4.5.16), entonces la
expresion (4.5.1) se puede escribir
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c(XJuX) +[Hy Hp .. Hyl e
Uy
t (4.5.19)
=[Gy G - Gian] L
dan

donde el término H;; es igual al hizj sobre el elemento j sumado al hj j+1

perteneciente j + 1. Es decir, para elementos lineales (Fig. 4.5.2.a) se tiene
TR ) 1
Hij = hij + Rijis (4.5.20)

Mientras que para elementos triangulares (Fig. 4.5.2.b) se tendria

Hy=h}+hj,, y Hy;=hj+h}, 4.5.21)
ademas
elementos rectos
(4.5.22)

2
d=1 3 elementos triangulares
4 elementos cuadrilateros

y N es el niimero de nodos de la discretizacion. La expresion (4.5.19)

representa la ecuacion para el nodo i, y puede ser rescrita como
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N dnN

J=1 J=1

y en forma matricial
Hu—-Gq=0 (4.5.24)

donde H es una matriz cuadrada de orden NXN y G es rectangular de
dimensiones N XdN.

4.5.3 Elementos de orden superior

Usualmente es conveniente realizar interpolaciones curvilineas para
geometrias arbitrarias. Para este caso de elementos cuadraticos, con elementos
de tres nodos, es mas sencilla de implementar, aunque podrian ser empleados
elementos de 6rdenes superiores. Al considerar elementos de orden k£ como se
muestra en la Figura 4.5.3, donde el vector posicion es funcidon del sistema
cartesiano (x,y).

Las variables u y q pueden ser escritas en términos de las funciones de
interpolacion que dependen de la coordenada homogénea ¢.
u(é) = uyN; + uy,N, + ugN; + -+ + u Ny,

N, (4.5.25)
= [uy up ug .. wy ][ N3
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q(€) = q1N1 + quN, + q3N3 + -+ + q Ny,
_Nl_

= [q1 9293 ... qr]| N3

donde las funciones de interpolacion para la variable ¢ son

k
§—¢&;
= $i—4&i

i+j

N;(§) = (4.5.26)

y §&i=-1+4 % (4.5.27)
Dichas funciones son de grado k en la variable £. Para las expresiones dadas
en (4.5.25) son conocidos los valores nodales de u y q. Las integrales a lo largo

del elemento de orden £ se obtienen de forma similar al caso lineal, tomando en
cuenta que ahora se tienen k valores nodales desconocidos.

v A Elemento de orden k

,_>

X

Figura 4.5.3. Elementos curvilineos de orden 4
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La Figura 4.5.4 muestra elementos triangulares de seis nodos y cuadrilateros
de ocho nodos. Las aristas de estos elementos siguen una geometria cuadratica.
Igualmente, la interpolacion sobre las aristas de estos elementos es de segundo
orden, es decir, cuadratica.

~e
| ]

v e
o

N @
Sy

a b
Figura 4.5.4. Elementos con aristas de segundo orden (cuadraticas). Izquierda: elementos

triangulares de seis nodos. Derecha: elementos cuadrilateros de ocho nodos.

Las funciones de interpolacidon en elementos triangulares seran

N, () =¢(@2n—1)

N,(¢§,m) =n(2n—-1)
N:E)=(1-&-nRA-&E-n)—-1) (4.5.28)
N4(f»n) =4€T]

Ns(§,m) =41 =& —n)n

Ne(§,m) =41 —¢&—n)¢

mientras que en elementos cuadrilateros son
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1
N:(,n) = ZE E-Dnm-1)
1
N, (&) = _Z(l +&)A —n)én
1
N;(&,n) = Z(l + 8@ +n)én

1
Ny(&n) = Z(E — DA +n)én

Ns(§,m) = % A= -1 (3:529)
Ne(Em) =5 (L + O — 1)
M) =5~ + )
M) =5 (6~ DA~ 1) &

No(&,m) = (1 —¢&3)(1 —1n?)

Como se puede observar, el nimero k de funciones de interpolacion no
guarda relacion directa con el grado de dichas funciones, como pasa en el caso
bidimensional. Al realizar las interpolaciones de los valores nodales de u o g,
tenemos que los coeficientes de la matriz H se expresan como

Uq
U 7 u
j u [Enu* + q*] dar = j [N; N, ... N ] (Fnu* + q*) dr 52
T T U
U (4.5.30)
u
= [n; R |y
U
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donde

-

hT‘-=jN Uty gr)dr, n=1,..k
g= ) fe\p® T4 e e 4.5.31)
]

De manera analoga, se obtiene la expresion de los elementos de la matriz G

9ij =j N,u*dl, n=1,..,k. (4.5.32)
r

J

Para obtener el sistema de ecuaciones algebraico es necesario resolver las
integrales (4.5.31) y (4.5.32). En el caso de elementos constantes es posible
obtener soluciones cerradas de estas integrales, mientras que en elementos
lineales y de orden superior es necesario calcular estas expresiones mediante
integracion numérica.

4.6 Integracion numérica

Para resolver las integrales (4.5.31) y (4.5.32) en el caso de elementos
lineales o de orden superior, se tienen dos tipos de integrales: no singulares y
singulares.

4.6.1 Integracion no singular

Se trata del caso cuando X # X;, por lo cual la solucion fundamental es
acotada sobre el elemento donde esta posicionado X. Al calcular las integrales
(4.5.31) y (4.5.32) se emplea integracion Gaussiana (Brebbia & Dominguez
1992) que para el caso bidimensional (elementos unidimensionales) es
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1 n
| r©ds =Y rom (46.1)
-1 i=1
y para el caso bidimensional (elementos superficiales)

1 ,1-¢
j £ ) dnde
0

0
~ ) wif (G (46.2)
i=1

En dominios triangulares

1 1
| | remasan
—tot (4.6.3)

~ z Winf(fi’Ui)
i=1

En dominios cuadrilateros

En este caso, la solucion u es interpolada sobre el elemento I; por las

funciones Nj, N,, ..., Ny, donde k indica nimero de funciones de la
interpolacion o funciones de forma empleadas. Entonces para emplear las
expresiones anteriores es necesario realizar una transformacion de coordenadas
del elemento [ al intervalo [—1, 1], al rectangulo o triangulo dependiendo el
tipo de elemento usado en la discretizacion. La interpolacion de la posicion
sobre el elemento tiene la forma

X = Nyxy + Nyxy + -+ Npxye; v=Ny; + Nyy, +--+ Neye,y (4.64)
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z = N;z; + Nz, + -+ + Nz, (en el caso tridimensional). La transformacion
de coordenadas para segmentos curvos es

ar = (Z—’;)Z + (Z—?)Z dé = |J|d¢ (4.6.5)

En el caso tridimensional se tiene que definir la forma de pasar del espacio
cartesiano x,y,z global al sistema ¢&,7m,n definido sobre el elemento,
donde ¢ y 1 son las coordenadas que caracterizan al elemento homogéneo y n
esta en direccion normal, como ilustra la Figura 4.6.1

a7 n
n an

<V

x

Figura 4.6.1. Sistema cartesiano (x,y,z) y sistema adimensional (¢, 7, n).
“n”" es el vector normal a la superficie del elemento en el punto bajo consideracion

(tomada de Brebbia et al., 1984)

La transformacion de coordenadas entre el espacio cartesiano X,y,z y el
espacio adimensional &,77,n en un punto P se expresa como
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donde

dy
0
dy
an
dy
on

0z
0¢
0z
an
0z
on

dP

0x
doP

doP
0z

(4.6.6)

(4.6.7)

es la matriz Jacobiana. Ademas como la posicién de P sobre el elemento se
puede obtener a través de las funciones de forma N; se tiene que el vector
derivada de P con respecto al sistema global es desconocido. Al multiplicar por

la matriz inversa J =1 se puede escribir que

oP
ax
oP
ay
oP
dz

dy 0dz\ "

08 ¢
dy 0z

on 0n

dy 0z

on on
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Este tipo de transformaciones permite describir diferenciales de volumen o
superficie en términos de coordenadas de superficie o curvilineas (Brebbia &
Dominguez 1992). Un diferencial de volumen d() puede ser escrito como

— | — _— = . .9
dQ EX33 dé dn dn = |J|d€ dn dn (4.6.9)
y para nuestro caso
dr = éx " d€ dn = |J|d€ dn 4.6.10
af a ] ( M )

donde J es el Jacobiano reducido y |J| es la norma del vector normal 7, es
decir

or of dx dy 0z\"
R = x— = T - (2= 2222 4.6.11
=g gy = (M ms) (an’an'an) 6.1l
y
A A T L (4.6.12)
08 \0&’ 0’ 0¢ on ~ \an’on’ an

Entonces se puede ver que
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dydz 0dyodz dz0x 0x0z
n, = ( _____ ) n; (__———) (4.6.13)

0Edn o 0¢ 0E0n ¢ an
(ax dy dy ax)
"= \agan " ag oy
7| = \/nf +n2 4 n2 (4.6.14)

Luego, los elementos de H se pueden calcular mediante la siguiente
expresion

h;‘jzj Nk(Du +q>dF
L

-

- | M(Du+q>UMEm%D
T,

e

(4.6.15)

-

h;‘jzj Nk(Du +q>dF
L

-

:j Nk<Du +q >|1‘|d§dnen3-D
T,

e

donde T, corresponde a la frontera del elemento en coordenadas homogéneas
¢ para el elemento curvo y (&,7), para el elemento triangular o cuadrilatero. De
manera andloga se obtienen las expresiones para los elementos de G sobre las
nuevas coordenadas.

4.6.2 Integracion singular

Para el caso X; » X = r — 0, las soluciones fundamentales son singulares y
la integracion Gaussiana no es efectiva, por lo que es necesario emplear
cuadraturas especiales, como Guass-Laguerre para la integracion de los
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elementos de G. Sin embargo, los elementos H;; de H presentan singularidades
fuertes, por lo que no es recomendable emplear cuadraturas. Se pueden aplicar
otras técnicas como la que se describe a continuacion.

Considerando el problema de difusién-conveccidén-reaccion sobre el mismo
dominio {2, donde los flujos (g) son nulos y el potencial (1) es unitario, se tiene
que

Hu—-Gq=0 (4.6.16)
y se transforma en
Hu=0 (4.6.17)

Como los elementos H;; son no nulos y conocidos para i # j y los valores

desconocidos corresponden cuando i =j (r = 0), entonces de la expresion
anterior se tiene

N

Hy; = - z Hi; (4.6.18)
i=1
i+j

Ademas se puede observar que al emplear esta expresion no es necesario
calcular el coeficiente geométrico c(X;) (Banerjee & Butterfield, 1979; Beer,
2001). En la Figura 4.6.2 se muestra el esquema para el calculo de los elementos
de las matrices H y G.
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Esquema de integracion
para las soluciones
fundamentales

S
X y X; estan en
diferentes
elementos

Xy X;estanenel
mismo elemento

gk se emplea cuadratura

; k \ 4k
Para integrar hi]' Y gij e Gaussiana logaritmica

emplea cuadratura P .
Gaussiana h{ no se integra, se emplea
la ecuacion (72) para Hy;

Figura 4.6.2. Esquemas de integracion

Mediante el calculo de los elementos de las matrices H y G se obtiene la
representacion matricial del Método de Elementos de Contorno para la ecuacion
de difusién-conveccion-reaccidon en régimen estacionario

Hu—-Gq=0 (4.6.19)
luego al aplicar las condiciones de borde se obtiene el sistema de ecuaciones a
resolver que es de la forma

Ax =b (4.6.20)

donde A contiene las columnas de H y G donde los valores, nodales o sobre el
elemento, de u o g son desconocidos y b es la suma de las columnas de H y G
donde los valores son conocidos.

En recientes trabajos se esta explorando la posibilidad de realizar la
integracion de los elementos de las matrices H y G mediante integracion
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analitica de las soluciones fundamentales. Por esta razén se presenta aqui un
caso particular para la integracion de las soluciones fundamentales asociadas al
Laplaciano bidimensional empleando elementos lineales para la discretizacion
de la frontera.

4.7 Integracion analitica de las soluciones fundamentales
u’yq’

La integracion de dichas soluciones, h}j, hl-zj, gilj y gl-zj, se puede realizar
mediante paquetes de calculo cientifico, aunque no es recomendable integrar de
manera directa, ya que los resultados obtenidos pueden ser dificiles de manejar
o factorizar.

Primero se realizara la integracion de los elementos de la matriz H, para lo
cual se tienen que expresar nqy,n,, X = (x,y), J(§) y r(¥;, X) en términos de la
variable de integracion €. Las coordenadas del punto de integracion x, y estan
dadas en términos de las funciones de interpolacion N () con k = 1,2.

x(&) = x1 Ny +x2N,, y() = y1 N, +y2N, (4.7.1)

donde (x1,y1)y (x2,y2) son los nodos del elemento a integrar. El
Jacobiano y las componentes del vector normal (n,, n,) dependen de las derivas

de x(&) e y($),

o= () +(2)

1 dy z 1 ody b
nq = — n, = ——=

“U®I%  Va' “U®I% - Va

(4.7.2)
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Es facil ver que el Jacobiano sobre cada elemento es constante ya que las
funciones de forma son lineales (ver Tabla 4.7.1).

2
Al estudiar el término (r(fi,f(f))) ,con X; = (x;,y;), se observa que se

puede escribir como un polinomio cuadratico de la siguiente manera

r?(X;, X&) = (x (&) — x)* + (¥ (&) — y)?

etk geth (4.7.3)

Dicho polinomio es positivo y presenta una raiz doble, particularmente
cuando el punto de integracion coincide con el punto de colocacion.
Aprovechando esta propiedad se escribira el polinomio mostrado en la ecuacion
(4.7.3) en términos de los vértices de la parabola

r?(%, X(§) = f —Vx)? +Vy (4.7.4)

Las expresiones para f, g, h,Vxy Vy aparecen en la Tabla 4.7.1. Por tltimo,
para obtener los elementos de la matriz H es necesario escribir las diferencias
de las componentes de los puntos de integracién y colocacién y los
componentes del vector posicion 7, como polinomios lineales en la variable &
de la siguiente manera

x(§) —x;) = b +e
@) —y) = z§+n

(4.7.5)

Los valores de los coeficientes e, h aparecen en la Tabla 4.7.1. Al sustituir
las ecuaciones (4.7.3), (4.7.4)y (4.7.5) en las expresiones para los elementos
de matriz H, ecuacion (4.5.15), y considerando el cambio de coordenadas
presentado en expresion (4.6.5), se obtienen las expresiones regulares (i # j)
de la integral de g*
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hij = jllq*(fi;f)Nl(f)ll(f)ldf
_1 (bh —ze)(Intl — Int2)
.4 T (4.7.6)
= | 0 GOMOU@Id

1 (bh—ze)(Intl + Int2)
4 s

donde

$

1
Intl = j_l FE—VOr+Vy

dg,

1

. (4.7.7)
j_lf(f —Vx)2+Vy

Int2 = dé

En la Tabla 4.7.1 aparecen las expresiones cerradas de las integrales dadas
en la expresion (4.7.7). Con el valor de Intl y Int2 se pueden calcular los
elementos de la matriz H, salvo los valores de la diagonal, los cuales se obtienen
al resolver Hu = 0 donde u es un vector con todas las entradas unitarias. Dicho
problema se presenta al asumir la variable u constante sobre la frontera y las
incognitas son los elementos de la diagonal de H, como se explico en secciones
previas. Para la integracion de u* se procede de manera analoga. Al sustituir la
expresion (4.7.4) en los términos de la ecuacion (4.5.6) se obtienen los
correspondientes elementos de la matriz G, quedando expresados como
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1

gi; = j_ 1u*(»?i.9?)N1(f)|](€)| dé = g(lntBl — IntB2)

1 (4.7.8)
o = [ W GBNEUOI = ~ 2 antB1 + ne52)
-1
donde,
1
IntB1 = j In(f (§— Vx)? + Vy)&dé
! (4.7.9)

1
IntB2 = j In(f (§— Vx)? + Vy)dé&
~1

Las expresiones cerradas para las integrales IntB1 y IntB2 aparecen en la
Tabla 4.7.1. Cuando i = j solo es necesario considerar el limite ¥; — X sobre
estas expresiones para obtener los términos diagonales de G.

Tabla 4.7.1. Expresiones para los coeficientes de la integracion analitica

[ g = 2eb + 2hz
2 | =e?+ h?
Z=)’2 Y1 g
2 Vx —2—
Xy + X4 f
e = + x; 2
h Y2+ )1 Af
== ;
a=f=b?*+2z>
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Intl = <2f Vx arctan (2 /I Vy f)

Vy + fVx? —

75 In (f(Vx - 1)+ Vy)) 1
Y fWx+1*+Vy))2f[fVy

VIVy 1
Int2 = arctan (2 Vy + FVxZ = f)Jny

fWx+1)2+Vy
f(Wx—1)2+ Vy)
fWx—1)2+Vy
(f(Vx +1)% + Vy)

IntB1 = ——f(f+V y) In (

1
—=Vx?1
5 Vx%In

i

— 4V x Vy arctan (

4./fVy fVx
I )

Vy + fVx?—
mtB2 = In((f(Vx — D2 + Vy)(f (Vx + 1)? + Vy))

fWWx+1)2+Vy
i (f(Vx —1)%+ Vy)

e f>_4

2
+ ——=Vyarctan (2 Uy + F Vx?

VIVy

Estos aportes implican una reduccion en tiempo de computo a la hora de
implementar el andlisis por elementos de contorno ya que no es necesaria la
integracion Gaussiana, ademas mejora la respuesta o solucion aproximada ya
que elimina el error cometido al integrar por cuadraturas.
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4.8 Método de Reciprocidad Dual

Como se menciond al principio de este capitulo algunos fenomenos propios
de diversas areas en particular de la ingenieria pueden ser modelados con la
ecuacion de difusion-conveccion-reaccion (ecuacion 4.2.1).

En esta seccion se describira una formulacidén en elementos de contorno y
reciprocidad dual (MDR) para la ecuacién de difusidon-conveccion-reaccion
considerando el término reactivo de forma general

ou . -
E+v.Vu—DV2u=p XEN t>t, (4.8.1)

donde v es un vector de velocidad del medio, D es el coeficiente de difusion
y p =p(c,x,t) es el término reactivo. Las condiciones de contorno estin
definidas de la siguiente manera

u(x,t) = g(x,t) sobre I}

ou(x,t R 4.8.2
% = h(x,t) sobre T, ( )

siendo la condicion inicial u(x,t,) = f(x), y donde g define el valor del
campo sobre la frontera I';, h es el flujo en direccion normal sobre la frontera

[, y f representa el valor del campo escalar para el tiempo t,, ademas[; U T, =
[' = 0Q es la frontera del dominio.

Aplicando el método de residuos ponderados e integrando sobre el dominio
() se obtiene la formulacidn débil de la ecuacion (4.8.1)

ou R
j u*DVZiu dQ = j u* (— —p+ V. Vu) dQ (4.8.3)
Q Q dt
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donde la funcion u* viene dada por la ecuacion (4.2.6) que es conocida como
la soluciéon fundamental para el Laplaciano (Brebbia & Dominguez, 1992)
asociada a la expresion (4.8.1) y que es solucion de la ecuacion (4.8.3)

—V2ut = 8(% — X)) (4.8.4)

en la cual 6 es la funcidn delta de Dirac. Siguiendo la metodologia para obtener
la ecuacion integral de contorno, presentada en secciones anteriores, podemos
ver que la ecuacidn (4.8.3) se puede escribir

D (c(fi)ui + j qu— u*qu)
r

—j *(au +Av)dQ
= Qu T p+ v.Vu

(4.8.5)

dc . .
donde g = —, con n el vector normal exterior al contorno (de igual manera
an
para q*).

La integral de dominio, lado izquierdo de la ecuacion (4.8.5), se puede
aproximar realizando una seleccion de una funcion de forma global ¢ (X}, X, ) =
¢k, que es la base fundamental para el MRD, donde

~ Odu _
b=—-—p+v.Vux z B (4.8.6)

y B; € R. La restriccion que deben cumplir las funciones de forma global es

—Vzﬁk = d)k (487)
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y al sustituir las ecuaciones (4.8.6) y (4.8.7) en el lado derecho de la
expresion (4.8.5) se puede escribir la integral sobre el dominio {1 como

N+L

j u'bhdQ = 2 ﬁkj —V2i,u*dQ (4.8.8)
Q =1 Q

Nuevamente, al obtener la ecuacion integral de contorno de la ecuacion
(4.8.8) se tiene que la aproximacion de la integral de dominio presente en la
ecuacion (4.8.5) es

N+L

u*BdQ=zﬂ (ﬁ +j 2" — § u*dr>
jﬂ 2, et )t = Ak (4.8.9)

Al sustituir la expresion (4.8.9) en la ecuacion (4.8.5), se obtiene la ecuacion
integral de contorno asociada a la ecuacion de difusidon-conveccidon-reaccion

D (c(iéi)ui + j qu— u*qu)
r
. (4.8.10)

Ahora, para obtener la solucion (numérica) de la ecuacion (4.8.5), es
necesario obtener el valor de las integrales de frontera presentes en la expresion
(4.8.10) como se discutid en secciones previas.

4.9 Funciones de forma globales

4.9.1 Funciones de forma en coordenadas cartesianas
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Se puede observar que la seleccion de las funciones de forma globales no
tiene restricciones por la formulacidén excepto por la matriz F (de la cual se
comentara en secciones siguientes) que es la evaluacidén de las funciones de

forma, la cual debe ser no singular. Para realizar dicha seleccién es comun
ou

proponer una expansion para la funcion ¢ (X;, X;), y luego calcular i y § = o

a partir de la ecuacién (4.8.7).

En algunos trabajos (Partridge et al., 1992; Partridge & Brebbia, 1990) se
propone realizar la seccion de la funcion ¢ como una suma de potencias de 7,
siendo 7 la distancia entre X; y X;, de la siguiente forma

— 2 m
p=1+r+r“+--+r (4.9.1)

donde las soluciones particulares 4 y g para la funcion ¢, en términos de 7,
son para el caso tridimensional

r2 3 M2
e TR T T mrom+ 3 40

1 r rm (4.9.2)
q= (rxn1+ryn2 +1,1m3) (§+Z+m+m+3)

y para el caso bidimensional

(4.9.3)
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Con la expansion dada en (4.9.1) se puede observar que garantiza la no
singularidad de la matriz F, ya que F;; = ¢(x;, x;) = 1 porque r = 0, obligando
asi a que la diagonal de F sea diferente de cero. Sin embargo se han estudiado
diferentes combinaciones de las funciones de forma global como por ejemplo
considerar expansiones como la presentada en (4.9.1) cuando X; = X; y para el

- - . . . . e .
caso Xx; #X; expansiones solo en 7, es decir sin considerar el término

independiente. En otros estudios se han empleado series trigonométricas o
polinomios en las variables x, y y z (Brebbia & Dominguez, 1992).

4.9.2 Funciones de forma para el caso axisimétrico

En la seleccidon de un conjunto de soluciones particulares y una funciéon de
forma global, no existe un caso general. Sin embargo, diversos trabajos han
empleado funciones de tipo polindmicas en la variable » (la distancia entre el
punto de colocacidon y un punto fuente) obteniendo excelentes resultados (Bai
& Lu, 2004; Ang. & Ooi., 2008; Park & Banerjee, 2002; Park & Banerjee, 2007;
Partridge & Brebbia, 1990). Siguiendo la metodologia presentada por Bai & Lu
(2004) se calcularan expresiones para este conjunto de funciones en el caso
axisimétrico. Considérese la ecuacion de Poisson

DV =1v, v=123,.. (4.9.4)

donde (X, %,) =+ (x —x,)2 + (y — y,)2 + (z — 2,,)?, cuya solucién es

TV+2

= D(w+2)(v+3) (4.9.3)

En coordenadas cilindricas la ecuacion (4.9.4) es escrita como
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or2 r Or 072

(4.9.6)

92pP  19pP 9%pP 92pP
p p PP\ _ . 0P
062

donde la distancia del punto de integracién al punto fuente puede ser
expresada como

r = R?+ &2 —2R&,cos(0 — 6,) + (z — z,) (4.9.7)

donde ¥ = (Rcos(a),Rsin(a),z)T = (R,0,2)T, X, =(&,cos(8 —
0,),&,sin(8 —8,),2)7.

Al sustituir la expresion (4.9.5) en la ecuacion (4.9.6), se obtiene la siguiente
expresion

Vié = ¢ (4.9.8)

donde V3 denota el Laplaciano en coordenadas cilindricas (Bai & Lu, 2004).
Ya que la ecuacion (4.9.8) es lineal y v es positiva se pueden considerar la
sumatoria sobre &l y ¢, desde m; am,, por lo cual la ecuacion (4.9.5) se puede
escribir de la siguiente manera

ms
TV+2
4=
D(Ww+2)(v+3)
v=m-q
m;
v o 4.9.9
¢ = zr”—v_l_gr” 2825in%(9 — 6,) (4.9.9)
v=m-q

v

$n
- cos(0 — 6,,)
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Considerando que cos(8 — 6,,) = 1 se obtienen expresiones singulares de ¢
cuando R — 0. Para nodos sobre el eje de simetria se toma cos(6 — 8,,) = 0.
Para evitar la seleccion de un angulo 6 en el caso de f, se tomo la integral del
promedio de las expresiones dadas en (4.9.9) y se obtienen las ecuaciones
generales para las soluciones particulares i1, G y la funcion de forma global ¢

2a — /2 ) )
= — v — ' v/
¢ - z L jo (1 —m*sin“(0)) /2d6

v=m,
m, -
2 Lv+2 /2 v+2
N~ = _ 2 .2 /2
1= ) CrDwr), GTmsin@) fzdd
v=m,
2a > LY
a
j = — 4.9.10
1= z (v+3) {[rnr ( )
v=m,
/2 v
+ (z — z,)n,| j (1 — m? sin?(6))"/2d6
2 v
+nrfnj (1 — m? sin2(6))/2cos(26)d6
0
donde
_— Zx/ffn
L=1(R+E2)2+ (z—z,)? (4.9.11)
Lo er _ ae
A P ™

En secciones siguientes se presentardn ejemplos numéricos de problemas en
dos dimensiones o tridimensionales con simetria axial cuyas formulaciones son
similares cambiando solo las soluciones fundamentales.
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4.10 Implementacion numérica

La implementacion numérica del método se basa en la discretizacion del
contorno del dominio ya que las integrales que aparecen en la expresion (4.8.10)
son referidas sélo a la frontera. Luego la expresion discretizada de la ecuacidon
(4.8.10) es la siguiente (Partridge & Brebbia, 1990; Partridge et al., 1992;
Brebbia & Dominguez, 1992)

N

D| c(xp)u(x;) +zuj q*dr — qj u*dr

= r
N+L N

_ 2 Be| 0@, %) + a(fk,fj)j q* dr (4.10.1)
k=1 j=1 L

—q(fk,a?j)j u*dr
Ly

donde X; y X; son denominados puntos de colocacion e integracion

respectivamente, ¢(X;) parametro geométrico. La representacion matricial de la
ecuacion (4.10.1) es la siguiente

D(Hu — Gq) = (HU — GQ)p (4.10.2)

donde U y Q son matrices de dimension NxN y dNXN respectivamente, las
cuales se obtienen de la evaluacién de las soluciones particulares de la ecuacion
(4.8.7), de las cuales se hablard mas adelante, y N y d se indican en la expresion
(4.5.22). H y G son las matrices de la formulacion clasica de elementos de
contorno, que corresponden a la evaluacion de las soluciones fundamentales y
p es el vector de coeficientes 5; desconocidos.
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Adicionalmente, como se describié anteriormente, se pueden encontrar los
valores de la variable u o g en puntos internos. Considérense L nodos internos,
con lo cual se puede extender la ecuaciéon (4.10.1) de la siguiente manera

D(Hu — Gq) = (HU — GQ)p (4.10.3)

con
H=[Hley i eniz eyl (4.10.4)

donde e;,l = N + 1,---, N + L son los vectores canonicos de tamafio N + L,
la dimensionde Hy U es (N + L)X(N + L), de Ges ((N + L)xdN) y de Q es
(dNX(N + L)) respectivamente. Para ilustrar mejor la idea anterior, se incluye
la representacidon matricial dada en (4.10.3) de la siguiente manera

N x N||N|_|N x dN|[dN|_
H u G q
(4.10.5)
(ﬁ x N||[N x (N+L)|_|N x dN|dN x (N+L)>IV+L
H U G 0 B
y para L puntos internos se tiene la siguiente representacion

[L]:[L X LHL]:[L x dN|[dN|_|L x N||N

u I u G q H u
(4.10.6)

N x (N+L) dN x (N+L)|\[N+L

+< N _[L x dN >
H U G Q B
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Lol oo

1 U B

A partir de los esquemas para puntos en la frontera (ecuacién (4.10.5)) y
dentro del dominio (ecuacion (4.10.6)), se puede obtener una representacion

valida para puntos en cualquier parte del modelo

_ NF NF
N x N 0 N N x dN| of|dn
NI - NI
L x N L x L L L x dN| Of o
H u G q
(4.10.7)
NF B B NF _ _
N x N 0 N x (N+L) N x dN| ofldN x WN+1L)
N+L
NI - NI
L x N L x L L x (N+L) L x dN| O 0
R B
_ c 0

H U

Esta expresion se puede escribir de forma compacta como se muestra en
la ecuacion (4.10.3), en la cual es valida para puntos internos y sobre la frontera.
Por otra parte a partir de la ecuacion (4.8.6) se puede obtener el vector de

coeficientes [, de la siguiente manera

b~ FB (4.10.8)
entonces
B~ F1b (4.10.9)
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y Fi; son las evaluaciones de la funcion de forma global ¢ (x;, x;) en los N +

L nodos. Al sustituir la ecuacion (4.10.9) en la expresion (4.10.3) se obtiene la
siguiente ecuacion

_ L 0 _
D(Hu — Gq) = (HC — GQ)F ™1 (a—l: —p+. Vu) (4.10.10)

Es importante observar que al sustituir el vector b aparece el gradiente de u.
Como el problema es encontrar el campo escalar u(x,t), este término es
desconocido y por tanto es necesario aproximarlo. En el trabajo de Partridge &
Brebbia (1990) se plantea una manera de aproximar dicho término para la
ecuacion de Helmholtz, la cual ha resultado ser eficiente para la aproximacion
del gradiente en ecuaciones mas generales.

VZu=u Xx€eQ (4.10.11)
Para este caso
f~F lu (4.10.12)
Por tanto las derivadas parciales de u se pueden escribir como

du OF oF
F—l

Friatr PLA mL

du OF oF

a—yzgﬁ=af' u (41013)
du OF aFF_1

0z  0z' 0z ¢
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Al sustituir la ecuacion (4.10.3) en la expresion (4.10.10) se obtiene la
ecuacion matricial de reciprocidad dual y elementos de contorno

D(Hu — Gq)
_ - Ju
(HC - GQ)F~ (a - (4.10.14)

( oF VaF)F )
yay Z 0x ¢

con

(V) ij = 60, (%)
(3 ij = 8ijvy(X)

(V) ij = 6;v,(%) (4.10.15)

La ecuacion (4.10.14) es la completa discretizacion espacial del problema.
Se puede observar que si la velocidad es nula la ecuacién (4.10.14) se representa
un problema de difusion con fuente p o difusion-reaccion.

4.11 Integracion en el tiempo

En el tratamiento de la variable temporal se puede considerar (para un
incremento At) que la solucion espacial para u esta posicionada entre los niveles
de tiempo m y m + 1, de la misma manera para q,

m+1
)

u=1—-wu™+ uu
q=1-wq™+uqg™*! (4.11.1)

cuyo parametro u € [0,1]. Por comodidad en la notaciéon se tiene que
u(x, t,) =u™, q(x,t,) = q™. Luego para la derivada temporal se toma un
esquema en diferencias finitas hacia adelante
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u v —u (4.11.2)

Sustituyendo las expresiones (4.11.1) y (4.11.2) en la ecuacion (4.10.14) se
obtiene la completa discretizacion espacio temporal

(§ + uM)u™*! — DuGqg™*! =
S+ (1 — WM™ — D(1 — WGq™ (4.11.3)
— AtSp((1 — wu™ + pu™*t)

con
— DH — oF 9F\ -1
M=DH-AtS (V. +v, ay) F (4.11.4)
(gr_rp\r—1
S = % (4.11.5)

Al aplicar las condiciones de borde y las condiciones iniciales se obtendra un
sistema de ecuaciones y la linealidad o no-linealidad del mismo dependera de
la forma del término reactivo y de las condiciones de contorno.

4.12 Modelos con simetria axial

Considerando ahora un dominio 3D con simetria axial, la ecuacién integral
de contorno (4.8.10) se puede transformar en una ecuacion integral de contorno
axisimétrica mediante la integracion de cada término con respecto a la direccion
angular y cambiando la integral de superficie en una integral de linea. Usando
la siguiente relacion

dl' = r df dl (4.12.1)
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La ecuacion integral (4.8.10) puede ser escrita como

2T 2T
cu; +J J q'u rdf — J u*qrdfdl
1 Jo 0
N+l (4.12.2)

2T 2T
=zﬁk<ﬁk+J J q*ﬁkrdQ—J u*qkrdecu)
— 1 Jo 0

donde se tiene que r = (X, X;) es el vector que une X = (x, y, z) con el punto

X; = (x;,91,2;), reslanormade r y n es el vector normal, como se muestra
en la Figura 4.12.1.

(A)

>
)

\

f

7 A

Figura 4.12.1. Dominio axisimétrico (Gonzalez et al., 2008).
Luego de la ecuacion (4.12.2) se obtiene la siguiente ecuacion integral de

contorno

CUu+ | GQuypih — Ugy;qdl

Zlh

4L (4.12.3)
= Br (ﬁaxik + J qzzxiaaxik - uinanide>
r

1

&
Il
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la cual es andloga a la obtenida para el problema de potencial en 2D o 3D. Esto
trae como consecuencia que la formulacion axisimétrica sea similar a la
formulacion obtenida para la ecuacion (4.8.10). Sin embargo, los nuevos
nucleos axisimétricos se calculan integrando los nucleos previos en el intervalo
[0, 2rr] y multiplicando por 27 veces el radio (r) del anillo que forma el punto
X; sobre la superficie y las soluciones particulares y la funcion de forma global,
siendo necesario realizar el cambio de coordenadas cartesianas a cilindricas.

En general las soluciones fundamentales axisimétricas se obtienen a partir de
la siguiente expresion

21
Goi3) = 7| qdo
0
. o o am (4.12.4)
Uy (X, 9) = rj u* do

0

donde u* y q* son las soluciones fundamentales. Considerando que

x; =rcos(8), y;=rsin(0), z =z
x=Rcos(8), y=Rsin(0)=0, z=z (4.12.5)

las soluciones axisimétricas son

IR 1 s 4.12.6
ani(x' xi) = TrC an(m' E) ( )
R? — 12 + (z — z;)? ( 7T)2(Z—Zi) ( n)
nrCD i\ o) "wep ey
> - 1 T
Ugyi (X, %) = EK(TH; E) (4.12.7)
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donde

V’¢u=u x€e

C=yR+1)2+(z—z)2

D = (R — 7")2 + (Z _ Zi)z (4128)

_ 2VRr
- C

m

y K (m, g) y E(m, g) son integrales elipticas de primera y segunda clase.

Debido a la similitud en las formulaciones de elementos de contorno y
reciprocidad dual, tanto en coordenadas cartesianas como en coordenadas
cilindricas (simetria axial), la consideracion de multiples dominios sera
analoga.

En la siguiente seccidn se tratard el problema de multiples regiones, es decir,
cuando el dominio en estudio esta formado por varios subdominios
homogéneos.

4.13 Multiples regiones

Es esta seccion solo se considerard, sin pérdida de generalidad, un dominio
Q constituido por solo dos subdominios (o regiones) homogéneas, Q; y (1,
respectivamente como lo muestra la Figura 4.13.1
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Figura 4.13.1. Dominio con multiples regiones.

El contorno de cada region (942) se puede descomponer en [ y I, que tales
[ Ul =0Q; j=1,2,donde ] es la interface del contorno correspondiente a
Q; y Q,. Luego el sistema de ecuaciones para cada region viene dado por

U; qi
[H; H,] [ujj]—[aj G| [q}] =[] i=12 (4.13.1)

Las condiciones de continuidad y de equilibrio sobre la interface I; pueden
ser expresadas como

U =uf =y

4132
qi+qf =0 =2q/ =—qf =q ( )

Al introducir estas condiciones en las ecuaciones dadas en la ecuacion
(4.13.1) se puede obtener el siguiente sistema de ecuaciones sobre el dominio
Q.

H, H, 0]
0 H, H,

o _[Gl G, 0]
u; 0 -G, G,

q1 0
QI] = [O] (4.13.3)
q> 0
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Por ultimo al aplicar las condiciones de contorno sobre la ecuacién (4.13.3)
se obtiene un sistema de ecuaciones algebraico que para el problema de
difusion-conveccion-reaccion (Ax = b).

4.14 Ejemplos numéricos
4.14.1 Flujo de calor sobre placa en L

En el primer ejemplo se presenta la solucion del problema de flujo de
temperatura sobre una region con forma de “L” con condiciones de borde
mostradas en la Figura 4.14.1.a. Ademas, el coeficiente de conductividad
térmico se considera unitario. Para la discretizacion de la frontera se emplearon
38 elementos lineales y 78 nodos internos en su mayoria en la vecindad de la
esquina entrante, como ilustra la Figura 4.14.1.b. La solucion analitica en series
de la temperatura T en el entorno de la esquina entrante (punto (2,2)) es la
siguiente (véase Prem, 1995)

2 4
T(r,6) = 0.667 — 015675 cos (2) — 0.02575 cos (£) -
8 cos(20) + - (4.13.4)
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......................

q=0

a) condiciones de contorno

b) distribucio6n de los nodos

Figura 4.14.1. Geometria, condiciones de contorno y discretizacion del problema

Los resultados obtenidos se muestran en la Tabla 4.14.1, donde se
consideraron 4, 8, 16, 42, 64 puntos de Gauss para la integracién numérica sobre
los elementos.

Tabla 4.14.1. Resultados numéricos para distintos conjuntos de puntos de Gauss.

X y MEC Solucion Error
NG=4 NG=16 NG=64 Analitica Absoluto
MEC(64)

1.8513  1.9365 0.16911970 0.16373756 0.16333642 0.14486796 1.8468E-02

2. 1.875 0.67332702 0.66968918 0.66941810 0.66700000  2.4181E-03
1.8246  2.0625 1.13625621 1.13436270 1.13422172 1.15018150 1.5959E-02

2. 2. 0.35606756  0.35246611 0.35219758  0.33822852 1.3969E-02
1.9375 2.1083 0.57703102 0.57388994 0.57365573  0.56685746 6.7982E-03
2.125 2. 0.79061499 0.78768838 0.78747024  0.78716030 3.0994E-04

4.14.2 Conveccion-difusion entre dos esferas

El siguiente ejemplo considera el problema de conduccion de calor
estacionario entre dos paredes esféricas perfectamente unidas, con radios:
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interno R;, zona de contacto R, y externo R; (Figura 4.14.2). Se establece que
se tienen dos dominios homogéneos para emplear la metodologia de multiples
regiones.

La esfera interna tiene conductividad k; es mantenida a temperatura T; sobre
la frontera de radio R,, mientras que la esfera externa con conductividad k, es
mantenida a una temperatura T, sobre la frontera externa de radio R;. Los
valores numéricos fueron R; = 1.0, R, = 1.5, R; =2.0, T; = 5.0, T, = 3.0,
ki, =10yk, =2.0

Se emplearon 63 nodos en la frontera y 65 nodos internos distribuidos en
ambas regiones. La solucion analitica para este problema se puede encontrar en
Carslaw & Jaeger (1959). Las temperaturas calculadas se presentan en la Tabla
4.14.2, donde se aprecia la precision del método para el caso de multiples
regiones. Se puede observar la eficiencia del MEC para obtener la solucion
numérica del problema, ademés de su flexibilidad para el calculo de valores
dentro del dominio, ya que no es necesaria una malla estructurada sino solo una
malla de la frontera.

1112131453536
R, R, R,

Figura 4.14.2. Difusion térmica entre dos paredes esféricas. Distribucion de los nodos.
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Tabla 4.14.2. Distribucion de temperatura en una esfera compuesta.

Nodos Radio Temperatura

Sol. Exacta Sol. MEC
1-11 1.0 5.0 Cond-Front
12 1.125 4.4667 4.4652
13 1.25 4.0400 4.0426
14 1.375 3.6909 3.6993
15-31 1.5 3.400 3.3960¢
35 1.625 3.2769 3.2856
36 1.75 3.1714 3.1766
37 1.875 3.08 3.0839
38-60 2.0 3 Cond-Front

*Valores promedios de los nodos sobre la interface.

4.14.3 Transferencia de calor con conveccion en un tubo

En este ejemplo se plantea el estudio de la transferencia de calor convectivo
en un tubo. La distribucion de velocidades estd dada por

v = 1, [1 _ (R%)ZI (4.14.2)

donde v,y R, son la media de velocidad del fluido y el radio del tubo. Para este
ejemplo se considera el radio de la tuberia unitario y 0 <z < 1; para la
discretizacion de la frontera se usaron 32 nodos y 52 nodos internos, como
muestra la Figura 4.14.3.
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Figura 4.14.3. Distribucion de los nodos para el tubo.

Las condiciones iniciales y de contorno son

L0, r=0yz=1 L=-T, r=1,t>0 (4.14.3)
dn dn

T=0K, z=0, T = 1K, (r,z) € Q, t=0

En la Figura 4.14.4 se presenta la comparacion de los resultados obtenidos
con elementos finitos y con reciprocidad dual, en la cual se puede observar la
similitud de los mismos.
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1% : ' '
L MEF(r=0.25, z=0.25)
. — — — MEF(r=0.5, z=0.5)
OEH . e MEF(r=0.75, z=0.75) 1
L *  MRD({r=0.25, z=0.25)
pom| %@,h *  MRD{(r=0.5,2=0.5) |
= %7 o MRD(r=0.75, z=0.75)
€ :
0.4}
02t
D ; : O R -
0 0.2 0.4 06 0.8 1

t(s)
Figura 4.14.4. Resultados de temperatura obtenida por MEF (Bai & Lu, 2004) y MRD.

4.14.4 Conduccidn de calor transiente

En el siguiente ejemplo se verifico el comportamiento del cédigo ante condiciones de
contorno dependientes en el tiempo. Considérese la region Q) limitadaporr? + z2 <4 y1 <

z < 2, es decir, una porcion de la parte superior de la esfera de radio 2. Las condiciones

inicial y de borde son las siguientes

Segtin Ang. & Ooi (2008) la solucidn exacta de este problema es
T=-1+z+@?%+2%) Y2sin (%\/rz + Zz) para Q

—372 _
T=e¢ T t/16(r2+22) 2 para 0<r<+3, z=1 t>0. (4.14.4)

)
T=—1+Z+%e 3™ t/16  sobre r2+z2=4,t>0.

_ 4 )
T(r,z,t) = =1+ z + (r2 + z2) " /2xsin (;\/rz + 22> PRRRCT: (4.14.5)

El dominio fue discretizado con 29 nodos en la frontera y 21 nodos internos, como

ilustra la Figura 4.14.5. El coeficiente de difusion es 3 (en las unidades correspondientes).
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h.

Figura 4.14.5. Nodos para la porcion de la esfera.

Los resultados se muestran en la Figura 4.14.6, donde se puede notar que los
resultados obtenidos por el cddigo se aproximan adecuadamente a la solucidon analitica

incluyendo los puntos cercanos a la frontera.

14 T T T T
1'\'& 4+ NMRD r=0.5, z=1.5
1.3F ""'-*_ ¢ MRDr=10, z=1.5
“*,,* % MRD r=0.75, 2=185
1.2¢r R % Sol. Analitica r=0.5, z=1.5
11 % ﬂﬂ* = = = Sol. Analitica r=1.0, z=1.5
Rk
. *
.E 1
[}
o
£ 09
'_

06

DS 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 02 03 04 05 0B 07 08 089 1

t(s)
Figura 4.14.6. Comparacion de la solucion analitica vs numérica para (r=0.5, z=1.5),

(=1, z=1.5), (=0.75, z=1.85).
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CAPÍTULO 5
MODELADO DE DIFUSIÓN 
DE NUTRIENTES CON EL
 MÉTODO DE ELEMENTOS 
DE CONTORNO


CAPITULO 5. METODO DE ELEMENTOS DE
CONTORNO

5.1 Introduccion

Para estudiar el fendmeno de transporte de nutrientes en el disco intervertebral (DIV),
se presenta un esquema que considera el efecto de la carga mecanica sobre la entrega de
nutrientes en el DIV bajo ciertas consideraciones, combinando dos modelos: el modelo cuasi-
estatico presentado por Mokhbi-Soukane et al. (2007) para calcular la concentracion de
nutrientes dentro del DIV (oxigeno, glucosa y lactato) a través del nivel de pH y el modelo
de Ferguson et al. (2004), donde la influencia por largo tiempo de una carga compresiva
sobre la concentracion de nutrientes fue estudiada.

Un modelo de transporte de masa no-lineal y acoplado, definido por la ecuacion de
difusion-conveccion-reaccion fue implementado para simular la respuesta de cé€lulas éseas.
El Método de Reciprocidad Dual (DRBEM) fue también formulado para considerar los
términos de dominio. Siguiendo los trabajos de Soukane ef al. (2009), la simulacion dindmica
de los factores que afectan la nutricion de los discos intervertebrales fue llevada a cabo, donde
se consideraron ademas cambios geométricos (Gonzalez et al., 2013; Nieto, 2014). Otras
simulaciones incluyeron el analisis de la distribucion de glucosa dentro del disco, de acuerdo

a lo reportado por Huang & Gu (2008).

5.2 Difusion de nutrientes usando el Método de Elementos
Finitos

La mayoria de los trabajos en el area de simulacion de tejidos biologicos han sido

implementados usando el Método de Elementos Finitos. Galbusera ef al. (2011) compararon
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4 modelos basados en MEF para describir el reingreso de fluidos dentro del disco
intervertebral. El trabajo de Yao & Gu (2007) se bas6é en un analisis mediante elementos
finitos para dominios no-homogéneos dependiendo del transporte de soluto dentro del disco
intervertebral. Zhu et al. (2012) discutieron un modelo de elementos finitos para simular la
dinamica y las condiciones del transporte de nutrientes en el disco intervertebral. Isaksson et
al. (2009) presentaron un modelo de elementos finitos bi-dimensional, junto con un enfoque
estadistico, para simular la curacion y crecimiento de tejidos en fracturas de huesos largos.
En particular Ferguson et al. (2004) incluyen el anélisis convectivo de fluidos dentro
del disco intervertebral causado por la aplicacion de la carga de trabajo diaria. Estos autores
desarrollaron un modelo poroeléstico difusivo acoplado, describiendo el disco intervertebral
como un dominio axisimétrico con diferentes regiones propias de cada tejido, como muestra
la Figura 5.2.1. En el analisis se logré predecir el comportamiento del fluido dentro del disco

y campo de velocidad producido por la carga mecanica.

Figura 5.2.1. Modelo de Elementos Finitos de un disco intervertebral lumbar, con distintas
regiones: nucleo pulposo, anillo fibroso, placa de cartilago, hueso vertebral

(Ferguson et al., 2004).

Adicionalmente Mokhbi-Soukane et al. (2007) emplearon un modelo difusivo
axisimétrico de disco intervertebral lumbar con cuatro regiones (véase la Figura 5.2.2) para
estudiar la concentracion de nutrientes y su relacion con el pH del tejido, tomando tres
diferentes configuraciones de la malla (sin deformacion, 11% y 20% de pérdida de fluido),
para simular la carga mecanica, sin embargo no estudiaron este fenémeno en cada instante
de tiempo. Este estudio report6 resultados sobre los factores que afectan la nutricién sobre

los tejidos del disco intervertebral mediante la evaluacion de la concentracion de oxigeno,
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glucosa y acido lactico. Los resultados estan contenidos en las Figuras 5.2.3. Las relaciones
quimicas entre estos tipos de soluto fueron tomadas como no lineales debido a evidencia
experimental (Bibby et al, 2005). Estos resultados son buenos ejemplos para validar la

aplicacion desarrollada en MEC.
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Figura 5.2.2. Modelo axisimétrico de elementos finitos para disco intervertebral. Nucleo,
anillo interno, anillo externo y (CEP) placa de cartilago. Fuente de nutrientes en la periferia

del anillo externo y del CEP (Mokhbi-Soukane et al., 2007).

En el trabajo de Huang & Gu (2008) se presenta un modelo axisimétrico de un disco
intervertebral lumbar en el cual se describe el comportamiento de la entrega de nutrientes
bajo diversos tipos de carga mecdnica (sin compresion, con compresion estatica y
compresion dinamica), ademés de incorporar la contribucidon mecanica sobre el coeficiente
de difusién de la concentracidon de oxigeno y la concentracion de acido lactico, donde estas
ultimas fueron las variables de estudio de este modelo.

Sin embargo, cuando se buscan modelos basados en métodos integrales de contorno
pocos trabajos son encontrados. Pueden mencionarse los trabajos de Ochiai & Takeda (2009)
quienes presentaron un modelo de elementos de contorno para simular la conveccion difusion
usando un método libre de malla y la modelacion bidimensional de adhesion celular
presentada en el trabajo de Jiang & Yang (2012). Estos autores formularon el problema
usando un modelo acoplado entre un modelo de elementos finitos para las células y un
modelo de elementos de contorno para el sustrato. En otro sentido Haider & Guilak (2007)
han usado una formulacién de elementos de contorno en la transformada de Laplace para un

modelo de tensiones en el cartilago.
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Concentracion de Lactato (nmolrmms)

Figura 5.2.3. Concentraciones de nutrientes calculadas por el modelo de Mokhbi-Soukane
et al. (2007). (a) concentracion de oxigeno, (b) concentracion de glucosa y (¢)

concentracion de acido lactico.

Por otro lado, recientes avances en el MEC, muestran formulaciones para resolver
problemas dependientes del tiempo en el sentido de formulaciones integrales referidas solo
a la frontera del dominio de estudio. Entre estas formulaciones se destaca el método de
reciprocidad dual (MRD, Partridge et al., 1992) el cual ha sido implementado anteriormente

para poroelasticidad lineal (Park & Banerjee, 2007) y analisis difusivo-convectivo-reactivo
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(Ferragut et al. 2007). Las ventajas de los métodos integrales incluyen la alta precision de las
soluciones tanto en la frontera del dominio como dentro del mismo y el buen desempefio para
obtener la solucion de problemas acoplados (multifisica) en multiples regiones (Partridge et

al., 1992; Banerjee, 1994; Beer, 2001).

5.3 Modelo de nutricion del disco intervertebral con el
MEC

De acuerdo a la complejidad del fendmeno bioldgico en estudio es necesario realizar
algunas consideraciones. Una de ellas es restringir el modelo para dominios axisimétricos
con la finalidad de aprovechar las formas de ciertos tejidos como huesos largos, discos
intervertebrales, vasos sanguineos entre otras estructuras, ademas facilita la creacion de
mallas (de contorno) bi-dimensionales.

Otra consideracion importante es la de considerar la isotropia en el dominio, la cual
permitirda emplear propiedades del material como coeficientes escalares. Ademas las
estructuras biologicas de interés estan constituidas por diferentes tejidos, razén por la cual la
heterogeneidad del medio serd modelada con varias regiones de material homogéneo.

Se plantea el estudio del transporte de masa en el disco intervertebral considerando
distintos tipos de solutos (oxigeno, glucosa y acido lactico) y asumiendo la influencia de la
carga sobre el disco y el transporte de nutrientes. Para modelar el intercambio de solutos
dentro del disco intervertebral, se propuso un modelo combinado para el célculo de la
concentracion de diferentes tipos de soluto (oxigeno, lactato y glucosa) y un modelo
poroelastico axisimétrico de un disco intervertebral lumbar, considerando cuatro diferentes
regiones: nucleo pulposo (NP), platillo cartilaginoso (CEP), anillo exterior (OA) y el anillo
interior (IA), como esta descrito en la Figura 5.3.1. Las dimensiones del disco son 43.5mm
de didmetro, 12.5mm de altura inicial y 0.5mm de espesor del CEP, de acuerdo con Ferguson

et al. (2004), Mokhbi-Soukane ef al. (2007) y Martini et al. (2009).
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Figura 5.3.1. Modelo basado en elementos de contorno axisimétrico para el disco
intervertebral: componentes y condiciones de contorno. (a) Las partes son: nticleo (NP), el
anillo interno (IA), anillo externo (OA) y la placa cartilaginosa (CEP). (b) Los nutrientes

son entregados a través del anillo exterior y la placa.

A partir de la ecuacion (4.8.1) se obtiene un conjunto de ecuaciones de difusion que
estan acopladas mediante el nivel de pH, la produccion de lactato y el consumo de oxigeno.

Dicho sistema de ecuaciones es el siguiente

dco
DoxiVZCOZ = _Fozcons + dt2
dCl
DyacVPCige = 2 Flacpro + Tac (5.3.1)
dc l
Dgluvzcglu = _Flacpro + %

donde cg,, Cigc» Cquc sON las concentraciones de oxigeno, acido lactico y glucosa
respectivamente, Fo, Y Fjqcpro sON las funciones que regulan el consumo de oxigeno y la
produccion de lactato por las células. El consumo de oxigeno depende del nivel de pH y el
Co,, mientras tanto, la produccion de lactato depende de las concentraciones ¢jqc Y €,

(Bibby et al., 2005). Adicionalmente, la produccion de energia esta dada por glicolisis, en la
cual una molécula es dividida en dos moléculas de acido lactico (Bibby et al., 2005).
Entonces la tasa de produccion de lactato y el consumo de glucosa es tomada como 2.0 a

través del disco.
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Los nutrientes son entregados al disco intervertebral por los vasos sanguineos
localizados en la frontera del disco (Figura 5.3.1), mientras el transporte de sustancias a través
del disco es principalmente por difusion. La parte superior y el anillo externo son
consideradas permeables, debido a la baja presion en las venas y la alta vascularizacion del
cuerpo vertebral. Las condiciones de contorno y los coeficientes de difusion dentro de cada
region son mostrados en la Tabla 5.3.1.

Los resultados se muestran en la Figura 5.3.2, donde se coleccionan las
concentraciones de lactato vs pH, consumo de lactato vs produccion de lactato y la de

concentracion de oxigeno vs consumo de oxigeno.

Tabla 5.3.1. Propiedades del disco (difusividad D, concentracion en la frontera C;, i = 1

para el CEP sobre el nacleo, i = 2 para la periferia del OA, € es el fraccion del volumen)

(Mokhbi-Soukane et al., 2007)

£(%) Células Oxigeno Acido Glucosa
lactico
(103cells) D C; D C; D C;
mm3)

mm?/h  (kPa) mm? Nmol mm?/h Nmol

/h /mm3 /mm3
Nucleo 80 4.0 5.0 2.02 1.36
1A 73 6.0 4.16 1.68 1.13
OA 66 12. 34 5.8 1.37 0.9 0.92 5.0
CEP 60 15. 2.81 5.1 1.13 0.8 0.76 4.0
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Figura 5.3.2. Relaciones entre la concentracion oxigeno y lactato con el consumo de

oxigeno y la produccion de lactato en funcion al nivel de pH
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La influencia de largos periodos de carga compresiva sobre la concentracion de
nutrientes es investigada por alteraciones en la geometria y sobre los coeficientes de difusion
como es mostrado en la ecuacioén (5.3.2). Un ciclo diurno de carga fue simulado considerando
dos periodos: uno de 16 horas de carga compresiva equivalente a 0.5MPa sobre la placa y un
periodo final de 8 horas de recuperacion simulado con 0.2 MPa en la placa y el anillo exterior.
Este periodo fue considerado suficiente para promover el reingreso del fluido al disco.

D; = DYexp <—A (\/%)U (5.3.2)

donde ies el soluto, 7; es el radio del soluto (rp, = 0.1nm, 14, = 0.255nm y 7y, =

0.38nm), k es la permeabilidad, v es la viscosidad del agua, Des la difusién inicial (ver

Tabla 5.3.1) y A, B son constantes del material (ver Tabla 5.3.2).

Tabla 5.3.2. Propiedades poroelasticas (Ferguson et al., 2004; Huang & Gu, 2008)
Modulo Coeficiente Indice de Permeabilidad M A B

elastico  de Poisson vacio inicial k,
inicial e,
E(MPa) v (m*/Ns)
Nucleo 1.5 0.17 4.0 7.5x10716 85 1.25 0.681
Anillo 2.5 0.17 2.33 7.5x10716 85 129 037
Cartilago 5 0.17 4.0 7.5x10715 85 0 0

Un modelo experimental propuesto por Ferguson et al. (2004) es también

implementado para caracterizar la dependencia del tipo de tejido sobre la permeabilidad, de

B e(1+ey) 2 1+e
k = kO <m> exp (M (1 +eq - 1)) (533)

donde e es el indice de vacio

acuerdo a

(5.3.4)
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y ¢y es la porosidad (fraccion de fluido) del tejido como funcion de la deformacion del
volumen J = dV /dV,, como se describe a continuacion
¢r=1—J7"(1— o) (5.3.5)
Ademas, en la Tabla 5.3.2 se presentan las propiedades fisicas del modelo. Por otro

lado debido a la no-linealidad del modelo se utiliz6 el Método de Newton para aproximar la

solucion del problema, calculando F(X) = 0, donde la function F es descrita como

M M
PO = (55 + H) Xiews = 6057 = M$(Kiar) = 15 Ko (536

El esquema de Newton para X es
Xi1 = Xi +J (X)) THF (Xy) (5.3.7)

donde J(X;) es la matrix Jacobiana, X = c¢(7,z,t;y41) = c™t y

M=-(6Q —HC) (5.3.8)

5.4 Resultados numéricos y discusion

Disco sano

Como se mencion6 anteriormente, el analisis fue dividido en dos periodos: uno de 16
horas de actividad diaria donde el disco pierde altura por la compresion el cual fue
continuamente calculado y un periodo de 8 horas de reingreso del fluido donde la altura del
disco es recuperada, como muestra la Figura 5.4.1.

Mokhbi-Soukane et al. (2007) sugieren que una pobre entrega de nutrientes es un
potencial mecanismo para la degradacion del disco. Durante la aplicacion de la carga, la
geometria cambia, lo que contribuye con el transporte de sustancias dentro del disco

intervertebral. Sin embargo, el proceso de compresion también reduce la difusion del soluto.
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Figura 5.4.1. a) y b) Desplazamientos (r, z) en t=16 horas, dentro del disco intervertebral
(Gonzélez et al., 2013). ¢) Cambio de altura del disco durante un ciclo diurno de carga

(medido desde la parte superior del disco).
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La pérdida de altura del disco durante el ciclo de carga de 16 horas fue recuperada
durante el periodo de descanso, debido a que el reingreso del fluido durante el periodo sin
carga es mas rapido que la pérdida de fluido bajo la carga compresiva (Figura 5.4.1.c). El
cambio de geometria durante el periodo de carga tiene implicito dos fenomenos opuestos
entre si. La disminucion de altura del disco contribuye al transporte de sustancias dentro del
disco. Sin embargo, esta disminucion también implica la pérdida de fluido, lo que dificulta
la difusién (Ferguson et al., 2004). Estos fenomenos sugieren un delicado equilibrio en el
proceso de entrega de nutrientes dentro del disco, donde un suministro deficiente de
nutrientes es un posible mecanismo para la degeneracion del mismo (Ishihara & Urban,
1999).

Las concentraciones de oxigeno y glucosa decrecen con la distancia desde la fuente
hasta el ntiicleo mientras que la concentracion de &cido lactico son mas altas en la interface
entre el nucleo y el anillo, como se muestra en las Figuras 5.4.2 y 5.4.3. La méxima
concentracion de 4cido lactico (5.475 nmol/mm?3) y la més baja concentracién de oxigeno
(0.76 kPa) fue encontrada en la misma region, mientras que la concentracion de glucosa (0.56
nmol/mm3) fue alcanzada en el niicleo (Figura 5.4.3). La variacion de pH fue de 7.05 a 7.5
a través del disco. Las diferencias entre el modelo basado en MEC-MRD y MEF (Mokhbi-
Soukane et al., 2007), estan principalmente en el calculo de la permeabilidad, ya que depende
de la deformacion, que para el caso del MEC se calcul6 sobre cada region y en el caso del

METF se obtuvo dentro de cada elemento finito.
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Figura 5.4.2. Comparacion del cambio de concentracion de soluto en direccion radial para

la seccion transversal Z=0. a) concentracion de oxigeno, b) concentracion de glucosa, ¢)

concentracion de acido lactico. Lado izquierdo: resultados obtenidos por el modelo MEC-

MRD (Gonzalez et al., 2013). Lado derecho: resultados del modelo de elementos finitos
presentado por Mokhbi-Soukane ef al. (2007)
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Figura 5.4.3. Concentracion de lactato [nmol/mm?], oxigeno [kPa], glucosa [nmol/mm?]

y pH para t = 16h (Gonzalez et al., 2013).
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5.5 Disco con fractura de la placa cartilaginosa

Algunas fracturas de la placa cartilaginosa (nodos de Schmorl) producen alteraciones
en el transporte de nutrientes (Ishihara & Urban, 1999; Mokhbi-Soukane et al., 2007). Las
células producen grandes cantidades de acido lactico en el centro del disco debido a las bajas
concentraciones de oxigeno y glucosa presentes en esa region. La Figura 5.4.4 muestra un
disco intervertebral con un nodo de Schmorl en la region central de la placa cartilaginosa
ubicada sobre el ntcleo. Las méximas concentraciones de lactato fueron encontradas en la
interfase entre el niicleo y el anillo interior (5.7 nmol/mm?3) y en el centro del disco
(4.8057nmol/mm3). En estos puntos también se encuentran las minimas concentraciones de
oxigeno y glucosa: en el centro se obtuvo 0.09 kPa de oxigeno y 1.2538 nmol/mm3 de
glucosa, mientras que en la interface nucleo-anillo se encontré 0.0011 kPa de oxigeno y
0.74217 nmol/mm3 de glucosa. El envejecimiento y los estimulos mecéanicos ambientales
afectan la estructura del disco y sus propiedades, por lo tanto, el transporte de nutrientes. Los
nutrientes son entregados a las células del disco principalmente por difusion ya que el disco
es en gran medida avascular. Las células del disco usan el oxigeno y la glucosa y producen
acido lactico, esto conduce a cambios en las concentraciones que dependen del balance entre
la tasa de transporte y actividad celular.

En concordancia con el modelo basado en MEF presentado por Mokhbi-Soukane et
al. (2007), las concentraciones de oxigeno y glucosa decrecen con la distancia desde la fuente
en el CEP y OA, mientras la concentracion de lactato incrementa hasta alcanzar un maximo
cercano a la interfase nucleo-anillo. El maximo valor calculado fue 5.475 nmol/mm3,
mientras que los valores minimos de oxigeno y glucosa fueron 0.76 kPa y 0.56 nmol/mm?3 y
el valor minimo para el pH fue 7.05. La simulacion de la alteracion de la placa de cartilago
por el nodo de Schmorl muestran que las concentraciones de oxigeno y glucosa caen a niveles
muy bajos en el centro del disco, debajo del area alterada (Figura 5.4.4) mientras que las
contracciones de lactato aumentan. Esto confirma que una pobre entrega de nutrientes es un

mecanismo potencial de degeneracion del disco (Ishihara & Urban, 1999; Ferguson ef al.,
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2004). Los valores calculados estan dentro de los rangos fisioldgicos y concuerdan con el

modelo de Mokhbi-Sukane y con trabajos previos.
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Figura 5.4.4. Concentraciones calculas de lactato [nmol/mm?], oxigeno [kPa], glucosa

[nmol/mm?] y pH para t = 16h en el disco con el nodo de Schmorl en la region central de

la placa de cartilago sobre el nucleo (Gonzélez et al., 2013)
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La implementacion de este modelo puede extenderse al estudio de otros procesos
biologicos como la descripcion el comportamiento celular en caso de curacion de fracturas
y/o remodelado 0seo, los cuales estan presentes el fendmeno de difusion y la influencia de
estimulo mecanico sobre la difusion y viceversa.

La aplicacion de cargas sobre la zona de estudio influye en la cantidad de células de
diferentes tipos, por ende en la formacion de tejidos. Ademas la aparicién o absorcion de
tejido influye en la manera por la cual la zona de estudio soporta las cargas mecanicas. Dicho
modelo puede emplearse para predecir comportamiento de algunas patologias por ejemplo
fracturas Oseas o disrupciones del disco intervertebral y servir de herramienta para la toma

de decisiones con respecto al tratamiento de dichas patologias.

5.6 Efecto de las cargas dinamicas

En esta seccion se consideran distintos tipos de condiciones mecanicas referidas al
disco que fue sometido a carga estatica (véase la Figura 5.3.1.a). En caso de la carga dinamica

se considera de tipo sinusoidal como se observa en la Figura 5.5.1

S

T = 0.5cos(2mft
T =05MPa |----pn-- (2iEf0)

v

Figura 5.5.1. Configuracion de la carga estatica (zona izquierda) y carga dinamica (zona

derecha) sobre el modelo (Huang & Gu, 2008).

5.5.1 Modelo metabolico con ausencia de glucosa
Con el objetivo de validar este modelo se presenta una comparacion con el trabajo de
Huang & Gu (2008) en el cual sélo se consideran las variables de estudio el oxigeno y 4cido

lactico, es decir la contribucion de la glucosa en la produccion de acido lactico por glicolisis
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no es estudiada. Las siguientes variables adimensionales son introducidas para facilitar la

formulacion
A= r 5= Z o = Co, o = Clac (5.5.1)
=72=7",00, = <" Clac = &
hy hy Co, Clac

donde r y z hacen referencia a los ejes coordenados, h, es la altura del disco desde el centro
del nucleo, &5, y Cjq. estan referidas a las concentraciones de oxigeno y acido lactico
respectivamente sobre la placa de cartilago y que establecen las condiciones de contorno de
esa area.

En el modelo de Huang & Gu, 2008 se considera la region del anillo fibroso como un
solo tejido y no se considera el endplate, por lo cual dicho modelo so6lo esta representado por
dos regiones, a diferencia del que se presentd en la seccidon anterior, que considera que el
anillo fibroso esta constituido por dos tipos de tejido con patrones de difusion diferentes
(Gonzalez et al., 2013; Ferguson et al., 2004; Mokhbi-Sukane et al., 2007).

Se puede observar en la Figura 5.5.2 que el presente modelo mantiene rangos
similares en los valores de las concentraciones que los obtenidos en la simulacion de Huang
& Gu (2008). Sin embargo, se encuentran algunas diferencias en los resultados con respecto
a las concentraciones en el eje Z , lo cual puede ser atribuible a la inclusion de la placa de

cartilago, lo que representa una diferencia con el modelo de Huang & Gu (2008).

5.5.2 Modelo metabolico con glicdlisis

En esta parte se ha incorporado en el modelo la concentracion de glucosa y su
particion en la nutricion de las células presentes en el disco. En general, los valores de
oxigeno y glucosa son menores y la concentracion de lactato aumentd con la distancia,
medida desde la frontera (fuente de nutrientes) al centro del disco (Figuras 5.5.3 y 5.5.4).

Se puede observar en las Figuras 5.5.2 y 5.5.4 que la diferencia entre nuestro modelo
y el modelo propuesto por Huang & Gu radica en la inclusion del proceso de glicolisis, el
cual tiene una contribucion importante en la produccion de acido lactico por parte de las

células.
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Figura 5.5.2. Comparacion del presente modelo' con el modelo de Huang & Gu (2008)7.

(en nuestro modelo no se incluye la contribucién de la concentracion de la glucosa)
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Figura 5.5.3. Concentracién de glucosa [nmol/mm?], oxigeno [kPa]y 4cido lactico

[nmol/mm?] para la carga maxima a compresion sobre el eje z.

Como fue sugerido previamente por Mokhbi-Sukane et al. (2007), un suministro
pobre en nutrientes es un mecanismo potencial para la degeneracion del disco. Durante la
aplicacion de la carga, el cambio de la geometria conduce al transporte de sustancias dentro
del disco intervertebral. Sin embargo, el proceso de compresion también reduce la difusion

de solutos, como ilustra la Figura 5.5.4.
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Figura 5.5.4. Comparacion de las distribuciones de glucosa, oxigeno y acido lactico a lo

largo de los radios z = 0 y r = 0. El disco fue sometido a una carga sinusoidal dindmica

con una frecuencia de f=0.1 Hz y 200 ciclos de carga.

La maxima concentracion de lactato se encontrd en la cercania de la interfaz del

anillo-nucleo interno para los estados de carga estatica y dindmica. Por otro lado, en el caso

de carga estatica se observo un aumento de las concentraciones de oxigeno y glucosa, ademas
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de una disminucién en la concentracion de lactato (Figura 5.5.4), al ser comparadas con el
estado de carga estatica. El cambio gradual de la altura del disco indica que las variaciones
en la geometria del disco durante un periodo de carga estatica facilitan el transporte de
sustancias dentro del mismo.

La carga dinamica aumento el consumo y la produccién de lactato en oxigeno de la
glucosa, lo que condujo a pobres concentraciones de oxigeno-glucosa en el nucleo, lo que
indica que este tipo de cargas pueden convertirse en un mecanismo para la degeneracion del
disco.

El envejecimiento y el ambiente (estimulos mecénicos) afectan a la estructura y
propiedades del disco y, por lo tanto, el transporte de nutrientes. Los nutrientes se suministran
a las células del disco principalmente por difusion, ya que el disco se considera no
vascularizado. Las células del disco utilizan el oxigeno y la glucosa y producen acido lactico,
lo que conduce a cambios en las concentraciones que dependen del equilibrio entre las tasas
de transporte de nutrientes y la actividad celular.

Las tasas metabolicas de oxigeno y lactato de las células del disco intervertebral se
incrementan con el aumento de la concentracion de oxigeno o el pH (Huang & Gu, 2008;
Bibby et al., 2005) y el pH es inversamente dependiente de la concentracion de lactato, como
se observa en la Figura 5.3.2. Por lo tanto, un aumento en la concentracion de oxigeno y/o
una disminucidn en la concentracion de lactato en el disco, inducida por la carga dindmica,
aumentaria el consumo de oxigeno y la produccion de lactato de células (véanse las Figuras
5.3.2 y 5.5.4). La glucosa se transforma en lactato por glucélisis, un proceso principal que
suministra energia para las células del disco intervertebral (Bibby et al., 2005).

En este estudio, un modelo poroelastico difusivo acoplado se llevo a cabo utilizando
el método de los elementos de contorno, para evaluar la influencia de la carga sobre la altura
del disco y el transporte de los nutrientes en el disco intervertebral.

En general, las concentraciones de oxigeno y glucosa disminuyeron con la distancia
de la fuente en el CEP y OA, mientras que la concentracion de lactato aument6 alcanzando
un maximo cerca de la interfaz nticleo-anillo.

Este modelo incorpora el estudio de diferentes concentraciones de soluto en cada

instante de tiempo, asi como la influencia de los cambios en la forma del disco, causada por
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la carga estatica o dindmica, sobre de las concentraciones de oxigeno, lactato y glucosa que
conduce a una mejor simulacion del complejo proceso de entrega de nutrientes dentro del
disco intervertebral. Este trabajo representa una contribucién importante en la aplicacion del

método de los elementos de contorno para los problemas biologicos.
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CAPITULO 6. OTRAS APLICACIONES DEL MEC
EN BIOMECANICA

6.1 Introduccion

Existen diversos modelos matematicos para simular varios fendmenos biologicos
como los aplicados al estudio de tejido 6seo (Wessel et al., 2004; Gomez et al., 2005), la
influencia térmica sobre los tejidos (Lu et al., 1998), remodelacion 6sea (Martinez et al.,
2006) y fenomeno de transporte de masa en el disco intervertebral (Motaghinasab et al.,
2012; Ferguson et al., 2004), los cuales despiertan un gran interés en la comunidad de
métodos numéricos.

En este capitulo se describen tres aplicaciones del método de los elementos de
contorno en la biomecanica computacional a saber: remodelacion Osea externa,
consolidacion osea y efecto de la piezoelectricidad en la curacion de fracturas Oseas. Se
asume que la historia de cargas y la energia de deformacién son las magnitudes que gobiernan

el proceso de remodelado.

6.2 Remodelado 0seo externo

Hasta ahora, el método de los elementos finitos ha sido el mas utilizado como técnica
numérica en modelos computacionales de remodelacion 6sea. Este método ha sido muy
exitoso para simular alteraciones en la densidad 6sea en el tiempo, producto de factores
biologicos y mecénicos. Sin embargo, cuando los factores externos (principalmente
mecanicos) que afectan a la masa 6sea son capaces de producir cambios considerables en su
geometria, este método resulta poco atractivo pues esta modificacion geométrica lleva a una

distorsion en la malla (formada por nodos y elementos con conectividades predefinidas),
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haciendo necesario el remallado (definicion de un nuevo grupo de nodos y elementos con
diferentes conectividades).

Uno de los modelos existentes en este campo, usando el método de Elementos de
Contorno, es el propuesto por Martinez et al. (2006). En ¢l se utiliza la densidad de energia
de deformacion y la variable de dafio como estimulo mecanico para determinar los cambios
de forma, producto del proceso de adaptacion dsea. Los autores asumen que el nivel de dafio
y la energia de deformacion calculados cerca del peridsteo y endosteo controlan la respuesta
de este proceso. La teoria de dafio permite tomar en cuenta dentro del modelo el historial de
cargas y la acumulacién de dafo en la microestructura dsea.

En cada iteracion, el método de los elementos de contorno proporciona el estado de
tensiones y deformaciones en cada nodo de la malla, lo que permite calcular el estimulo
mecanico. El contorno se adapta entonces indirectamente, en funcién del tiempo y del estado
mecanico predominante. En el modelo se implementd una técnica de suavizado de superficies
para prevenir variaciones bruscas en el contorno. El modelo fue validado comparando los
resultados numéricos con mediciones experimentales reportadas por otros autores como
Rubin & Lanyon (1984).

Este modelo limitard su aplicacion a la simulacion de la remodelacion dsea
tridimensional en diafisis de huesos largos sometidos a alteraciones mecanicas. En esta zona
predomina el hueso cortical, lo que permite asumir condiciones de homogeneidad pues la
densidad de la seccion transversal es practicamente constante y el material esta sometido a
flexo-compresion principalmente. El modelo tedrico para simular el proceso de remodelado
fue basado inicialmente en un modelo propuesto por Doblar¢ et al. (2004) que toma en cuenta

la evolucion del dafio creado sobre el tejido 6seo.

6.2.1 Formulacion y algoritmos

En el modelo teodrico se propone una funcion de estimulo compuesta que controle la
activacion de las células osteoprogenitoras y de los osteoblastos (las cuales se encuentran en

las superficies de los huesos) dependiendo no s6lo de la deformacion (a través de la densidad
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de energia de deformacion), sino también de una variable de dafio que tome en cuenta la
historia de cargas y la acumulacion de dafio a nivel microestructural.

La funcion compuesta de estimulo S(§,d) se define como (Doblaré et al,

2004)
S(E,d) = ;i (1-4)* (6.2.1)

$(0,d)=0
S(E1)=0 (6.2.2)

lim 5(&,0)=1

donde ¢ y k son parametros del modelo y la funcion &, que depende principalmente de la

variable de deformacion (Carter y Beaupré, 2001), se expresa como

” 1/m
¢ = (Z N j (6.2.3)

siendo Ni el numero de ciclos por cada caso de cargas, m una constante empirica utilizada

para ponderar las contribuciones entre las deformaciones y el nimero de ciclos de carga. &;
es la energia ciclica de deformacion efectiva y es un escalar expresado en términos de la

densidad de energia de deformacion U, de forma que
- 2U
Ei=,|— 6.2.4
ﬁ‘E (6.2.4)

U %8;% (6.2.5)
donde sjjy e;jj son los tensores de tension y deformacion, respectivamente.
La variable dafio, introducida en la ecuacion (6.2.1), afecta directamente a la funcion
estimulo. Doblaré¢ et al. (2004) determinaron una ley de evolucion del dafio consistente con
los datos experimentales obtenidos por Pattin ef al. (1996), quienes realizaron estudios in

vitro de muestras de tejido 6seo sometidos a cargas ciclicas. La funcion S(&, d) se introduce
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en la curva trilineal para hallar la velocidad de crecimiento de U (U (S)) mostrada en la

Figura 6.2.1

U,

S*(s2- 2s1*S

Ser(5251) ) g 25030y a2

S(E.d)
4 .................................. >
Se*(s3-51)
Curval
U,
| B |

Figura 6.2.1. Curva trilineal de funciéon compuesta para la adaptacion dsea, donde U es la

tasa de crecimiento (o decrecimiento) 6seo y S es el estimulo mecanico sobre el tejido 6seo

A continuacion se indican someramente los pasos del algoritmo desarrollado para evaluar

la remodelacion dsea en el tiempo:

Definicion de la geometria a través de la digitalizacion de coordenadas de la superficie,
tanto de tomografias como de micro tomografias axiales computarizadas o cualquier otra
técnica de obtencion de datos. Las coordenadas (x1,x2,x3) de cada punto introducido
corresponderd a un nodo de la malla.

e Introduccion de datos referentes a propiedades mecanicas del material (E,G, V),
parametros de remodelado (S ,s,,5,,5;,U ,U, ) y otros parametros a utilizarse en el
calculo de la funcion de estimulo, como son el periodo de tiempo a estudiar, paso de
tiempo, funcidn de carga (constante o periodica)

e Definicion de los grafos de control que definiran las superficies en estudio.

e (élculo estructural por el método de los elementos de contorno para hallar tensiones en

el contorno.
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e (élculo de la funcion compuesta S, sobre cada punto del contorno. Célculos matriciales
que involucran el tensor de deformaciones.
e Evaluacion de la funcion estimulo en la curva trilineal de remodelado, donde

curva 1si0 < S < (s, — 51)Se
U = 0 Si (SZ - Sl)SE < S < (53 - SI)SE (62.6)
curva2  si(s3 —5;)S.<S

e Obtencion de las nuevas coordenadas de los nodos del contorno

e Establecimiento de una tolerancia en la variacion global de las coordenadas, que permita
garantizar la estabilidad de la soluciéon

e (élculo de la nueva superficie suavizada a través de funciones 3-spline.

e Recalculo de coordenadas en los puntos del contorno. El proceso es iterativo y se realiza

hasta encontrar convergencia.

6.2.2 Representacion con superficies [-spline

Las superficies B-spline son herramientas de disefio geométrico que se originan a
partir de la representacion de superficies b-spline. Este concepto define parametros
adicionales como la curvatura (3;) y la tensién (3,) para cada superficie del parche. El objeto
de estos parametros es cambiar la continuidad paramétrica entre cada parche manteniendo la
continuidad geométrica. Las superficies B-spline son definidas por un grupo de vértices de
control, en el espacio tridimensional, los que se organizan en un grafo de topologia
rectangular. Este conjunto de vértices de control se denomina grafo de control y se denota
por {V,E} (véase la Figura 6.6.2). Sus vértices forman el conjunto

v={v;li=01,..,mj=01,..,n} 62

y cuyas caras se definen como
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Yértice Frontera

Veértice esquina

Figura 6.2.2. Esquema de un grafo de control, con vértices interiores, vértices esquina y

vértices de contorno

1 1
Qij(w,v) = Z [br(B1, B2 w) Z bs(B, Bz v)]para0 <u<1yO0<vw

r=-2 $=-2 (6.2.8)
<1

Cada funcion de la base (b, y bs) es una funcion de 3; y B2 , mientras que las variables
adimensionales uy v son polinomios cubicos, cuyos coeficientes polindmicos son a su vez
funciones de B,y B2

3
B Bu)=2 CoB, Bo)ut 0<u<l r=-2,-10]1
£=0 (6.2.9)

3
LB Bsv)=DC (B, B)vE 0<v<l s=-2-1,0,1
g=0

donde Cg y Cgs son los coeficientes de la funcion. Cada vértice de control es asociado con
una funcion base, por lo que sélo influye en una porcion local de la superficie y no afecta a
la superficie restante. El movimiento de un vértice de control modifica s6lo una porcion local
sin producir el efecto lateral de perturbar a las otras partes de la superficie.

Para definir una superficie completamente se necesitan definir las condiciones de
contorno. En este caso, la técnica de vértices ficticios es la mas utilizada. Para ello, se crean
los vértices ficticios alrededor del contorno del grafo de control original, generando parches

adicionales. Estos parches son de tamaio definido y la superficie completa estd formada por
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mXn parches. El lector estudioso e interesado en los detalles la formulacion 3-spline puede

referirse a Barsky (1988) y Bartels et al. (1987).

6.2.3 Resultados numéricos

Se presenta un ejemplo numérico que analiza el remodelado 6seo del radio de una
oveja. Una de las piernas de la oveja fue operada, extirpandose el peroné. La Figura 6.2.3.a
ilustra la anatomia del radio de la oveja. La Figura 6.2.3.b ilustra la seccion transversal de la
pierna antes de ser operada. La Figura 6.2.3.c muestra la misma pierna pero nueve meses
después de retirar el peroné. Se observa la variacion geométrica de la seccion transversal de
la diafisis del radio, representada por un crecimiento dseo en la zona izquierda.

La Figura 6.2.4 ilustra el modelo tridimensional de elementos de contorno de los
huesos analizados, indicandose la malla de elementos utilizada y las cargas que se aplicaron.

A su vez, la Figura 6.2.5 contiene un corte del modelo para mostrar la diafisis del

radio de la oveja y los resultados del analisis en la iteracion 1.

.‘.
!
4/ : .i
; : +
“Peroné A ¥
. »
(a) (b) (c)

Figura 6.2.3. a) Anatomia del radio de una oveja sometida a un estado de flexo-
compresion (Rubin & Lanyon, 1984); b) seccion transversal del radio y peroné antes de la
extirpacion del peroné y ¢) seccion transversal del radio nueve meses después de la

extirpacion (Martinez, 2004; Martinez et al., 2006)
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(A) (B)
Figura 6.2.4. Modelo 3D de elementos de contorno de 326 nodos y 240 elementos. A) con
peroné. B) sin peroné (Martinez et al., 2006)
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(A) (B)
Figura 6.2.5. A) Corte transversal en modelo de elementos de contorno. B) distribucion de

las tensiones en el radio durante la primera iteracion. (Martinez et al., 2006)

Finalmente, la Figura 6.2.6 reporta la variacion del estimulo, considerando el dafio

mecanico y la evolucion del contorno externo del radio, para las iteraciones 32, 42 y 52.

stim

09
08
0.7
0.6
0.5

ooooo
=N Wk

Figura 6.2.6. Evolucion en la adaptacion 6sea y variacion del estimulo con dafio.
A) evolucion del contorno en 32 iteraciones; B) evolucion del contorno en la iteracion 42;
C) forma final del contorno en la iteracion 52 (Martinez et al., 2006)

La extirpacion del peroné de la pierna de la oveja provoca que el radio deba soportar
la carga total que antes era transmitida por el radio y el peroné. Como consecuencia de esto,
aparece un crecimiento progresivo de la masa 6sea en la zona izquierda de la seccidén
transversal, que puede notarse claramente en la Figura 6.2.6.

Esta investigacion propuso modelos de remodelacion 6sea externa basados en el
método de los elementos de contorno. El modelo de remodelacion oOsea externa

tridimensional propuesto ha resultado ser una poderosa herramienta de simulacion numérica,
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especificamente cuando los factores externos (principalmente mecanicos) que afectan al
hueso, son capaces de producir cambios considerables en su geometria.

La necesidad de modificar la geometria en el tiempo (remodelacion externa) hace
mucho mas atractivo el uso de elementos de contorno. Por otro lado, la inclusion de
superficies B-spline en los modelos tridimensionales es necesaria para suavizar en cada
iteracion las superficies modificadas y poder obtener la convergencia.

Ademas, la introduccion de la variable de dafio en la funcidn de estimulo que controla
el proceso de remodelacion 6sea, ha demostrado ser de gran utilidad, debido a que toma en
cuenta la historia de cargas y la acumulacion de dafio a nivel microestructural, los cuales
originan la formacidon y crecimiento de grietas en las superficies 6seas. Los resultados

obtenidos considerando esta variable se asemejan mucho mas a los valores experimentales.

6.3 Consolidacion osea

Cuando ocurre una fractura, un proceso altamente complejo se activa de forma natural
para reparar la lesion. La reparacion de la fractura implica la generacion de tejidos
intermedios de diferentes caracteristicas que estdn estimulados por una gran variedad de
factores. La curacion comienza con células mesenquimales indiferenciadas que migran desde
el tejido circundante para producir un tejido conectivo inicial alrededor del sitio de la fractura,
como ilustra la Figura 6.3.1. Después de este complejo proceso, la osificacion continua hasta

que todo el cartilago haya sido reemplazado por tejido dseo con rigidez suficiente.
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después de la fractura. Notese la osificacion endocondral (www.uwo.ca)

6.3.1 Formulacion y modelo axisimétrico

El Método de los Elementos de Contorno ha sido aplicado recientemente al modelado

y simulacion de tejido biologico. Algunos trabajos interesantes, los cuales ilustran la
versatilidad del método en esta area, han sido publicados, desde hace unos 20 afios (Gonzalez
et al., 2009; Annicchiarico et al., 2007, Martinez et al., 2006, Stantos y Aliabadi, 2007). El
objetivo es por tanto establecer al MEC como una alternativa atractiva a los mas conocidos
M¢étodo de Diferencias Finitas (MDF) y el Método de Elementos Finitos (MEF) para
caracterizar la respuesta en términos de deformaciones y tensiones dentro del entorno del
callo 6seo. La teoria de poroelasticidad de Biot (1956) se muestra mas abajo (véase la
ecuacion 6.3.1) mientras que la ecuacion integral de poroelasticidad no-acoplada para
cuerpos axisimétricos esta dada en la expresion 6.3.2.

(e + Dy ji + puyjj — Pri+ f; =0

kp;i—ap-pujj+yP =0 t>t (6.3.1)

Ci;U;(P) + 2m [, U;;(P,Q)B;(Q)r(Q)dn =
(6.3.2)

2 [ U5 (P, QT (@r(Q)dl’ — 2m [, T;5(P, QU;(Q)r(Q)dr
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P es el punto de colocacion (o punto de carga), Q es el punto de integracion, C;;j(P) es el
término libre y 7(Q) es la coordenada radial del punto Q. U; y T; son los desplazamientos y

tracciones en las direcciones radial y axial, 8 se conoce como el exceso de presion de poros, A
y u son las constantes eladsticas de Lamé para un medio drenado, k es la permeabilidad y
[ es una funcion de B, llamado el coeficiente de compresibilidad o coeficiente de presion
de poros de Skempton.

Los nticleos U;(P, Q) y T;;(P, @) son tomados de las formulaciones del MEC para

problemas cuasi-estaticos axisimétricos de termoelasticidad y poroelasticidad (Dargush y
Banerjee, 1992; Balas et al., 1989; Bakr y Fenner, 1983; Banerjee, 1994), asi como también
su comportamiento asintédtico (Graciani et al., 2005). Las fuerzas de cuerpo (body forces) y
los gradients no son considerados.

Claes y Heigele (1999) sostuvieron que la formacion de nuevo hueso en la zona de la
fractura ocurre principalmente a lo largo de las aristas de hueso existente o tejido ya
calcificado y que el fenotipo 6seo depende de la magnitud local de las deformaciones y las
tensiones. En la investigacion aqui presentada, nosotros incorporamos estas hipotesis en una
formulacion de elementos de contorno para dominios axisimétricos en problemas
poroelasticos no transientes, dentro de un medio elastico, isotrépico y no-homogéneo,
modelado con la teoria de consolidacion de Biot, como se ilustra en la Figura 6.3.2. Ahora,
la presion de poros se considera como parte de la funcion de estimulo para caracterizar el

fenotipo y las propiedades de los nuevos tejidos.

6.3.2 Resultados numéricos

Tanto el desplazamiento interfragmentario (IFM) como las deformaciones inter-
fragmentarias (IFS) se calculan para cada modelo. La Figura 6.3.3.a ilustra la IFM. Basados
en una ley constitutiva de poroelasticidad, se propone una correlacion diferente (Figura
6.3.3.b) después del analisis de los campos de deformacion y presion de poros a lo largo de
la trayectoria de osificacion en cada etapa del analisis. La hipdtesis de que las magnitudes de

la deformacion y de la tension hidrostatica, a lo largo de las superficies calcificadas, controlan
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la diferenciacion tisular se confirma una vez mas. En consecuencia, la implementacion de la

herramienta numérica propuesta ha funcionado bien bajo ciertas simplificaciones. Sin

embargo, es necesario evaluar esta correlacion en mas detalle, contrastando resultados con

ensayos experimentales.
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Figura 6.3.2. Modelo axisimétrico con condiciones de borde bifésicas, en tres etapas de la

consolidacion de la fractura: (a) 1 semana, (b) 4 semanas, (¢) 8 semanas.
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Figura 6.3.3. Comparaciones de las IFM calculadas in-vivo, con MEF y con MEC.
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(a) Nuevas correlaciones entre condiciones poroelasticas y tipos de tejido.
(b) Tejido cartilaginoso fue incorporado (Lacroix y Prendergast, 2002)

Esta investigacion representa un paso importante en la aplicacion del MEC a
problemas biologicos y de tejidos humanos. En particular, se ha podido demostrar que el
modelado y simulacion axisimétrica de la capacidad del hueso para repararse, dentro de un
ambiente de diferenciacion de tejidos, es posible hacerlo con la teoria de poroelasticidad.

La reparacion 6sea también depende de la evolucion de las células dseas. En régimen
estacionario, el modelo de difusién-deformacién de Biot (1956) implicito dentro de la
ecuacion (6.3.1) consiste en la ecuacion de Laplace que gobierna la presion de poros. Sin
embargo, a pesar de esta relativamente simple formula, Lu ef al. (1998) han podido
implementar analogias con los fendmenos de transporte de cargas y masa (Zerroukat et al.,
1998; Qiu et al., 1995) para simular la velocidad de cambio de la densidad celular (Soukane
et al., 2007, Ferguson et al. (2007)). Aqui, las clésicas leyes de balance de masa conducen
a una formulacion generalizada de la ecuacion de difusidn-conveccion-reaccion para resolver
problemas no-lineales y dependientes del tiempo, asi como para obtener nuevas soluciones

fundamentales que puedan describir los procesos celulares usando formulaciones integrales.

6.4 Piezoelectricidad en la curacion de fracturas

Varios autores han sugerido que la aplicacion de cargas genera gradientes locales de potencial
dentro del colageno, proveyendo estimulo local para las células encargadas de regenerar el
tejido 6seo (Ramtani, 2008; Ahn y Grodzynsky , 2009).

En el desarrollo presentado en esta seccion, se ha simulado el comportamiento
electromecanico del tejido 6seo sometido a potenciales eléctricos, utilizando un modelo de
Elementos de Contorno tridimensional y anisotropico. La implementacion se realizé dentro
de un codigo del MEC desarrollado por Beer et al. (2008). El tejido 6seo fue considerado
elastico y piezoeléctrico. Las propiedades mecanicas y el comportamiento del tejido 6seo se

describen por las mismas ecuaciones ya descritas por Wolff (1892).
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La estructura 6sea puede ser modificada por potencial inducido como resultado de la
aplicacion de cargas, lo que sugiere la existencia de una relacion entre la deformacion del

hueso y el potencial generado por las tensiones (Gjelsvik, 1973).

6.4.1 Formulacion y ecuaciones basicas

El modelo propuesto por Fernandez et al. (2012) basado en un campo eléctrico como una
funcién de (p/p’)’ es usado aqui. En consecuencia, las ecuaciones constitutivas de

piezoelectricidad lineal seran

p Y p Y
o = (E> CijkiVia — (;) eyjEr,

p Y p Y
D; = (E> eiki¥ki — (E> enky

El tensor de elasticidad Cjj corresponde a un material transversalmente isotropico y se

(6.4.1)

mide dentro de un campo eléctrico constante, el tensor de permitividad ¢; también
corresponde a deformaciones constantes, mientras que el tensor piezoeléctrico ejj. describe
el acoplamiento electro-estatico. Debido a que las ecuaciones son simétricas, se utiliza la
notacion contraida de forma de combinar las variables elasticas y eléctricas dentro de
vectores y tensores generalizados de piezoelectricidad (Gaul et al., 2003; Denda y Wang,
2009). Esto se logra introduciendo la siguiente notacion para el vector de desplazamientos

u, el vector de tracciones T, el vector de tensiones X y la deformacion y, como sigue

Zi] = Ci]KlZKl (642)
donde £, Z y C son
Cijru LK <3
P {O-l'jx ] < 3 7 — {yklt K < 3 C: — elij! ] < S:K = 4;
VoD, J=a TR, K=4 M T ey, J=4K<3,
—&i ] = 4,K =4

siendo ¢ el potencial eléctrico, q es la carga, D es el vector de induccion eléctrica y E es el

vector de campo

178



Ug;+Uu
Vil = —( k.l > l'k), El = ¢,l (643)
Ahora, trasladando el punto fuente (o de carga) & al contorno de un cuerpo
tridimensional piezoeléctrico (el procedimiento es similar al presentado en los capitulos 3 y

capitulo 4, para elasticidad y potencial) se obtiene la ecuacion integral de piezoelectricidad

Cy (DU, () = f

Ugy(x, &) T (x)dI' — f Ti;(x, U, (x)dT, (6.4.4)
r r
donde Cg () representa los coeficientes del término libre en ¢ e I', los cuales contienen la
contribucion de las componentes infinitas y la traccion singular en la integral de contorno.

La solucion fundamental se obtiene resolviendo la ecuacion diferencial (6.4.5)
LixUnx(x — &) = —=6(x — §)b)u (6.4.5)

La solucion fundamental Uy, del operador diferencial piezoeléctrico esta definida por
(6.4.2). Debido a la complejidad del tensor constitutivo Cjj, el cual contiene hasta 45
constantes del material, no es posible encontrar soluciones exactas (cerradas) para el caso de
anisotropia general. Sin embargo, es posible obtener una solucién aproximada a la de
elasticidad anisotropa (Duarte ef al., 2011; Gaul et al., 2003; Thoeni, 2005) y extenderla al
caso de piezoelectricidad estatica mediante la transformada de Radon y expresandola como

una solucion fundamental de la formulacion integral (Beer et al., 2008; Kolg y Gaul, 2000).

6.4.2 Resultados numéricos

A continuacion se presentaran algunos resultados numéricos obtenidos. Se considera
un modelo de elementos de contorno de un osteon con condiciones de contorno predefinidas
(Fernandez et al., 2012). Las soluciones fundamentales para piezoelectricidad anisétropica
en los puntos de integracion son calculadas usando interpolacion lineal lagrangiana sobre una
malla de 100x100x100 puntos. Resultados preliminares sugieren que procesos biologicos a
nivel microestructural, como el de curacidon de fracturas, pueden ser optimizados in areas

sometidas a potenciales negativos a lo largo del eje longitudinal, como muestra la Figura

179



6.4.1

DesplazamientosenZ

S— [m]

0
7968504

l 15676013
23965013
- » 3165313

B 35041013
47500013

(a)
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(b) distribucién de potencial en el eje z

De los resultados de esta investigacion puede concluirse que la deposicion (creacion) de
hueso es estimulada por una carga eléctrica superficial. La deposicion dsea se incrementa
respondiendo a un pulso de corriente alternante. El mecanismo exacto mediante el cual el
potencial estimula el crecimiento del tejido no estd todavia completamente descifrado. El uso
del MEC en este tipo de analisis puede ser una alternativa valiosa en la evaluacion de esta

teoria, ofreciendo una explicacion simple y atractiva para el

electromecanico del tejido oseo.
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