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INTRODUCCION
Este trabajo estd disefiado para facilitar el estudio de las Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias de Primer Orden y de Orden Superior a los estudiantes de las diferentes
Carreras de Ciencias e Ingenieria. A efectos de lograr el objetivo, se ha tratado de
presentar cada uno de los casos en forma sencilla, evitando el uso riguroso del calculo,
introduciendo artificios sencillos, faciles de comprender y aplicar sin menoscabar la
profundidad del tema.
A la presentacion tedrico practica del objeto de estudio le sucede un problemario que
presenta los ejercicios resueltos en varias etapas de manera que el estudiante logre
profundizar sus conocimientos en la medida que avanza en la resolucion del ejercicio.
Se pretende incursionar al lector en el uso de computadoras utilizando el software
Matlab® el cual permite buscar la solucién de problemas de calculo, dlgebra, estadistica,
econometria, control de calidad, series de tiempo, procesamiento de sefales e
imagenes, comunicaciones, disefo de sistemas de control, sistemas de prueba y
medicidon, modelado financiero, entre otros. Es posible integrar el cddigo Matlab con
otros lenguajes y aplicaciones distribuir algoritmos y aplicaciones que se desarrollan
mediante esta aplicacién.
El requisito para comprender este libro es tener conocimiento de calculo diferencial e
integral. Es de destacar que la presente obra se origina gracias a la colaboracién de mis
colegas, alumnos y de mi familia. Cada uno de ellos aporté con lo que estaba a su
alcance. Especialmente agradezco a los colegas y amigos que permitieron corregir
algunos conceptos para que el aprendizaje sea eficaz, sin perder por ello la riqueza
didactica e incluso amena que se procurd desde el primer momento, asi como el apoyo
constante del Dr. Eduardo Diaz Ocampo, Rector de la Universidad Técnica Estatal de
Quevedo y sin lugar a dudas a todo el actual grupo de Directivos de la FCl y del Dr. Byron
Oviedo Bayas, Director de la Unidad de Investigacion.
Esperamos de los amables lectores todas las sugerencias que permitan mejorar esta
obra y le sea util en su formacién profesional y en su trabajo.

El autor
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CAPITULO | ECUACIONES DIFERENCIALES

CAPITULO |

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
MOTIVACION
Las ecuaciones diferenciales son empleadas en muchas areas de las matematicas, la
ciencia y la ingenieria. Es probable que el lector ya se haya encontrado con ejemplos
sencillos de ellas en cursos de matematica, fisica o quimica, porque en las ciencias y la
ingenieria se desarrollan modelos matematicos para comprender mejor los fendmenos
fisicos. Y con frecuencia en estos modelos aparecen ecuaciones que contienen
derivadas o diferenciales de una funcién incégnita. A esas ecuaciones, que involucran
al menos una derivada de una variable, se les denomina ecuaciones diferenciales.
El objetivo general del presente capitulo es introducir las definiciones bdsicas y el
significado de la soluciéon de la ecuacidn diferencial.
PRERREQUISITOS PARA ABORDAR ESTE TEMA
La base tedrica necesaria para el estudio de este capitulo es la siguiente:
Concepto de solucion de ecuaciones
Nomenclaturas de las derivadas
Derivadas ordinarias
Derivadas parciales
Teoremas sobre derivadas
Concepto de antiderivada
Teorema fundamental del calculo
Se recomienda buscar informacidn para iniciar y orientar los repasos antes de abordar
el tema.
1.1. Definicion de Ecuacidn Diferencial Ordinaria (EDO)

Antes de la definicién de ecuacion diferencial, recordemos la nomenclatura general de

. dz
derivadas: —
dp

Se lee, primera derivada de z con respecto a p.
La variable z contenida en el diferencial del numerador, es la variable dependiente.
La variable p contenida en el diferencial del denominador, es la variable

independiente.
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Una Ecuacion Diferencial (ED), es una expresion matemadtica que contiene una variable
dependiente y sus derivadas con respecto a una o mas variables independientes. Son

ejemplos de ecuaciones diferenciales:

d3z d?z dz
1. d?_3td?+45_22_0
5 4 3 2
2. tzd;Jr(t Z)d L_ d——126i+51_3cos(3t 21)
dt dt dt? dt

3. 6 —7i = 15t% + 3t + 10
4, 10x*y"— 5y — 7y = 9«x

5. —=mg—k—
Una ecuacién diferencial que sdélo implica derivadas ordinarias con respecto a una sola
variable independiente se conoce como ecuacién diferencial ordinaria (EDO), una

ecuacién diferencial que implica derivadas parciales con respecto a mas de una

variable independiente se conoce como ecuacion en derivadas parciales (EDP).

La ecuacion 7t2 — +12t — - 2t = 0, es una EDO, porque solo presenta derivadas de
una variable dependiente x con respecto a una variable independiente t, mientras
que, 523—1; — 3xg—z = x — 2z, es una EDP porque contiene derivadas parciales de una
variable dependiente u con respecto a dos variables independientes x y z.

Asimismo, Uy, + 3uy, — 20 = 0 es una EDP porque contiene derivadas parciales de una
variable dependiente u con respecto a dos variables independientes x y y.

1.1.1. Términos en una ecuacidn diferencial

Si observamos la siguiente estructura de orden de los términos de las ecuaciones

diferenciales:

a(x, y) +b(x Ok ot y) +v(x y) —+W(x Yy =9g(xy)

ésta se denomina estructura candnica, donde y es la variable dependiente y x es la
independiente. Los coeficientes que multiplican a las derivadas, a la variable
dependiente sin derivar y el término al lado derecho del igual, son funciones tanto de
la variable dependiente y como de la variable independiente x.

Un caso mas simple de esta ecuacion diferencial se presenta cuando:

a(x) —+ b(x ) X4t u®) —+ v(x) —y+w(x)y g(x)

dxn—1
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donde se observa que los coeficientes que multiplican a las derivadas, a la variable
dependiente sin derivar y el término al lado derecho del signo igual, no son funciones
simultaneas de las variables x y y, sino que sdlo son funciones de la variable
independiente x.

Con el fin de identificar los términos de una ecuacién diferencial, debemos recordar:

= Varias derivadas de la variable dependiente y respecto a la variable independiente
x, siempre se ordenan en forma descendente de mayor a menor, al lado izquierdo del
igual.

= Un término de la variable dependiente y sin derivar, que siempre se ubica en ultimo
lugar, al lado izquierdo antes del igual.

= Los coeficientes son las expresiones y/o constantes, que se encuentran ya sea
multiplicando a las derivadas de la variable dependiente, y/o a la variable dependiente
sin derivar.

= las expresiones constantes y/o funciones de la variable independiente, que no
estan multiplicando a ninguna derivada, ni multiplicando a la variable dependiente sin
derivar, por lo general, se ubican al lado derecho del signo igual. A este término lo
llamaremos con el nombre de sefial de entrada g(x).

Ejemplos de aplicacidn:

i gati 5 i g AL Sdl g 6 _
1 ——5 43—+ 2t—— =5t ——+2——7i =12 sen(2t) + 10t 9

Variable dependiente: i

= Variable independiente: t

= Coeficiente de la quinta derivada de i respectoat: 1

= Coeficiente de la cuarta derivada de i respecto a t: 3

= Coeficiente de la tercera derivada de i respecto a t: 2t

» Coeficiente de la segunda derivada de i respecto a t: — 5t2
= Coeficiente de la primera derivada de i respectoa t: 2

= Coeficiente de la variable dependiente sin derivar: —7

= Sefial de entrada o g(x): 12 sen(2t) + 10t® — 9
2. 62— 7v=15t% + 3t + 10
= Variable dependiente: v

= Variable independiente: t
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= Coeficiente de la primera derivada de v con respectoa t: 6
= Coeficiente de la variable dependiente sin derivar: —7

» Sefial de entrada g(x): 15t + 3t + 10

1.2.2. Orden, grado y linealidad de las ecuaciones diferenciales
Orden de una ecuacion diferencial: Es lo mismo que la maxima derivada contenida en

una Ecuacion Diferencial (ED).

Ejemplos:
3 2
1. dy—5xdy+6d—y—7y=0 Orden: 3
d x3 d x2 dx
5 4 3 2. .
2. L1035z L6l _7i=0 Orden: 5
dt dt dt dt dt
3. Z-7v=15t2 + 3t + 10 Orden: 1
4. 10x%y"- 5y'- 7y = 9x Orden: 2

Grado de una ecuacion diferencial: Es lo mismo que el exponente de la maxima

derivada contenida en una ED.

Ejemplos:
3 2
1. 2 Z—Sxd—f+6d—y—7y=0 Grado: 1
dx dx dx
dSv 3 _ 2 .
2.6(5%) -7v=15t% + 3t + 10 Grado: 3
3. 10x%2y"- 5y - 7y = 9x Grado: 1
azx\> dx\°
4, (F) —5(5) =y Grado: 3
a3x)? a?x\3 _ 2 )
5. (53) -7(53) =15t% + 3t + 10 Grado: 2

Linealidad de una ecuacion diferencial: Es una caracteristica que se verifica cuando se
cumplen simultaneamente las siguientes tres condiciones en una Ecuacidn Diferencial:
= Elgradodela EDesigual a 1.

= El exponente de la variable dependiente sin derivar contenida en la ED, es igual a 1.

= Todos los coeficientes de las derivadas y de la variable dependiente sin derivar,
deben ser constantes y/o funciones solamente de la variable independiente. No
importan los exponentes de los coeficientes.

Ejemplos:

st 2
1. 6E-7V=15t + 3t + 10
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= Grado 5, no lineal.

2. 6v-7v=15t* + 3t + 10

= Grado 1, lineal.

El exponente de la variable dependiente sin derivar es 1.

Todos los coeficientes son constantes, ésta ED es lineal.

ddy >y  ,dy _
3. T Xzt -7y=0
* Grado 1

Exponente de la variable dependiente sin derivar es 1
Todos los coeficientes son constantes y/o funciones de la variable independiente x,
solamente.

Esta ED es lineal.

4. L0l at Ll 52 Lhied 710
* Grado 1

Exponente de la variable dependiente sin derivar es 1

Todos los coeficientes son constantes y/o funciones solamente de la variable

independiente t.

Esta ED es lineal.

5. 692~ 7v3 =15¢2 + 3t + 10

= Grado5

Exponente de la variable dependiente sin derivar es 3.
Esta ED no es lineal.

6. %—5x2%+6y = senx

= Grado 1

Exponente de la variable dependiente sin derivar es 1
Algunos coeficientes son funciones de la variable independiente x pero también de Ia
variable dependiente y.

Esta ED es lineal.

Ejercicios propuestos:

En los siguientes ejercicios, determinar el orden, grado y linealidad en la variable

dependiente indicada de las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias:
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2
1. £2,p%0,2

= — C=E(t) 2.\/y'+y=cosx

d?x dx | (dx\* 4 (42 a?y\ _
sqmat(@) =0 1 0 (5) -3() =
5. 002 +y=y" 6.(D,y)® =3x% -1

4y _ 2 Ay 4 &y _ mz _ N4 _
7.x% =—x" -yt ——==0 8.senx (y'')* = cosx(y'")*—1
9.i—(1-3)i+x=0 102 = (ﬂ)2+1
' 3 N Tdx?z dx

1.2. Solucion de una ecuacidn diferencial ordinaria

Se llama solucién de una EDO a cualquier funcién que satisface a dicha EDO; es decir,
la funcidn solucion convierte a la EDO dada en una identidad.

Si y=F(x) es una funcién y f es la derivada de F, es decir, % = F'(x) = f(x), de

d L, o .
donde: d—i’, = f(x), esto corresponde a la representacion de una ecuacion diferencial

ordinaria. Ademas, si, d(G(x)) = d(F(x)+C) = f(x), entonces, y=G(x) =
F(x) + C toma el nombre de solucién general de la ecuacion diferencial, y, cuya grafica
representa una familia de curvas que dependen de la constante C.

En otras palabras, si la funcidn satisface a la ecuacién diferencial, al conjunto de todas
las soluciones de la EDO en algun intervalo I se llama solucion general de la EDO
cuando aparece la constante de integracion C sin ningun valor conocido, y si no
aparece esa constante o se conoce su valor se le denomina solucion particular.
Decimos que una solucidn esta dada explicitamente si la variable dependiente esta
despejada, en caso contrario decimos que esta escrita implicitamente.

Ejemplos:

1. Demostrar que la funcién f(x) = Ce™?*, donde C es una constante, es solucién

general de la EDO, ¥ =—-2y enx.

-2 .

Puesto que, f'(x)=-2(Ce™")=-2f(x) satisface a la EDO, se concluye que es la
solucién general de la EDO, ademads, se observa que dicha solucién esta escrita
7 . . .7 . 2x _
explicitamente, por otra parte, si tenemos la solucién escrita como, e“* f(x) = C,

entonces, la ecuacion esta escrita implicitamente.
2. Demostrar que la funcién x = y In(Cy), donde C es una constante, es solucion

general de la EDO: y'(x +y) = yenx,
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En efecto, derivando implicitamente: 1 =ln(Cy)Z—z+dz y sustituyendo en la EDO,

yin(Cy)+y _ y(in(Cy)+1)

n(Cy)+1 In(Cy)+1 =y, portanto, x = yIn(Cy) es solucién de la EDO.
Y y

Podemos abordar la soluciéon de ecuaciones diferenciales (ED) y problemas de valor
inicial (Cl) desde una perspectiva experimental, mediante la aplicacién de los recursos
simbdlicos del sistema Matlab®, por lo que a manera de ejemplo se pretende resolver
la siguiente ecuacion a través de un script (se recomienda al lector revisar el apéndice
donde se muestra una guia basica para el manejo del software).

3. Dada la ecuacion, my” =mg + ky', comprobarque, y(t) = A + Bekt/™ +

mgt/k, esuna solucion de la ED en referencia.

Solucién

Desde el menu New, pinchar en Script, esto genera una ventana en donde se ingresan
las diferentes instrucciones a procesar.

Para resolver el problema en referencia se realiza los siguientes pasos:

a. Definir simbdlicamente y(t).

b. Sustituir en la ED

c. En la ventana del Editor, escribir el siguiente script:

clc

clear all

symstykmgAB

y = A + B¥exp(k*t/m) + m*g*t/k;

a=m*diff(y,t,2)-k*diff(y,t)+m*g;
a=1/m*B*kr2*exp(k*t/m)-k*(B*k/m*exp(k*t/m)+m*g/k)+m*g;

simplify(a)

Guardar con el nombre ejer_001 y ejecutar.

En la ventana de comandos se tiene por salida, >> 0

4. Comprobar que la funcién y = e*(3 cos 2x + sen 2x) es solucién particular de la
ecuacién y” — 2y’ + 5y = 0.

Al igual que en el ejercicio precedente, se tiene,

a. Definir simbdlicamente y(t).

b. Sustituir en la ED
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c. En la ventana del Editor, escribir el siguiente script:

cle

clear all

syms t

y = exp(t)*(3*cos(2*t)+sin(2*t));

a=diff(y,t,2)-2*diff(y,t)+5*y;

a= exp(t)*(-12*cos(2*t)-4*sin(2*t))+...
2*exp(t)*(-6*sin(2*t)+2*cos(2*t))+...
exp(t)*(3*cos(2*t)+sin(2*t))+...
exp(t)*(12*sin(2*t)-4*cos(2*t))+...
exp(t)*(-6*cos(2*t)-2*sin(2*t))+...
exp(t)*(15*cos(2*t)+5*sin(2*t));

simplify(a)

Guardar con el nombre ejer_002 y ejecutar.

En la ventana de comandos se tiene por salida, >>0

Ejercicios propuestos:

En los siguientes ejercicios, demostrar que la funcion dada es solucién general de la

ecuacion diferencial propuesta.

X satisface a la ecuacion diferencial y'' +

1. Verificar que la funcién y = c;e3* + c,e”
y =12y =0

2. Comprobar que la funcién y = e3¥ cos 2x satisface a la ecuacién diferencial y"' —
6y'+13y =0

3. Dada la funcidon y = —cos x In|secx + tan x| probar que satisface a la ecuacion
diferencial " + y = tanx

4. Verificar que las funciones y, =e™", y, =e** x e (—0,) satisfacen a la ecuacién
diferencial y"—)' —12y =0

5. Comprobar que las funciones y, = Cosh(2x), y, = Senh(2x) x € (—oo,0) satisfacen
a la ecuacioén diferencial y"-4y' =0

4
6. Verificar que la funcién x’y+x*y* +=—=c¢ satisfacen a la ecuacién diferencial
4

(5xy+4y? +D.dx+ (x* +2xp).dy =0
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., 1/3 . .z . .
7. Comprobar que la funcion y:(—3x4+Cx3) satisface a la ecuacion diferencial

1
y+—y=xy"
X

X

8. Determine los valores de m tales que y =e™ sea solucién de cada EDO:

a. y'=5y"+6y=0

b. »"+10y'+25y=0

c. y'+2y=0

9. Desarrollar lo solicitado:

a. Demuestre que y, =x> y y, = x° son soluciones de x*y"—4xy'+6y=0.

b. Son también soluciones a.y, y b.y, con a y b constantes arbitrarias.

c. Lasumade y, +y,, ées solucion?

10. Sea h(x) = flxé dz,x > 0, hallar los valores de “a” de manera que la funcién

eah(x)

definida por f(x) =

~ satisface a la ecuacién diferencial x?y" + (3x — x?)y’ +

(1-x—3e?*)dy =0. Sol.a = +/3
1.3. Origen de las ecuaciones diferenciales ordinarias
Se puede obtener una EDO a partir de una ecuacién (solucién) conocida, o sea, si

“w__»

tenemos una ecuacion (funcién) que relaciona de alguna manera dos variables y “n

“«_.n

constantes arbitrarias, es facil obtener a partir de ésta una EDO de orden “n” o mayor

qgue “n” que tenga a ésta ecuacidon como solucién.

Proceso: La EDO se obtiene eliminando las constantes arbitrarias. La eliminacién se

puede hacer de dos maneras:

= Aislando en un miembro de la ecuacidén a las constantes, derivando la ecuacién
tantas veces como constantes arbitrarias tenga y resolviendo el sistema junto a la
ecuacion original.

= Otra forma es derivar la funcion algunas veces y relacionarlas para obtener una
EDO, obteniendo alguna identidad.

Ejemplo. Encontrar la EDO cuya solucién es dada:

1. x = Asen(Wt + B), siendo A la constante y W un pardmetro que no debe ser

eliminado.

Se entiende que x=x(t). Derivemos la funcion “x” dos veces:
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x = Asen(Wt + B), x’ = AWcos(Wt + B), x” = AW?Sen(Wt + B)

Se observa que si a x le multiplicamos por W2 y le sumamos a x”, obtenemos la
identidad 0 = 0, por lo tanto la EDO buscada seria: x” + W?2x = 0.

2. x> + y?- Cx = 0, donde C es la constante.

Despejando la constante C: x + y?/x =C,x # 0.

’_ 2
Derivando implicitamente con respecto a “x”: 1+M =0.
X

De donde la EDO buscada serd: x2 + 2xyy - y? =

3. Hallar la EDO cuya solucién general es la familia de pardbolas con eje paralelo al eje
Y, y vértice sobre el eje X.

La familia de pardbolas segln el enunciado es: (x — h)? = 4py, donde, “h” es una

o“, 70

constante, y, “p” es un parametro de la EDO.

Derivando implicitamente con respecto a x: 2(x - h) = 4py’.

De donde: x-h = 2py’ 6 h = x-2py’.

Reemplazando en (x - h)? = 4py, setiene: [x — (x — 2py")]? = 4py.

Simplificando se tiene la EDO buscada: p(y)2 =y 6 p(¥y)2—y =0

Ejercicios propuestos:

1. Encontrar la ecuacion diferencial cuya solucion general es y = C;cos(x + C,)
Sol.y"+ y=0

2. Encontrar la ecuacién diferencial cuya solucién general es y = C;e™™ + C,e™3%).
Sol.y” +4y’+3y =0

3. Encontrar una ecuacion diferencial cuya solucién general sea la familia de circulos

con centros sobre la recta y = x y tangentes al eje y. Sol. 113”)2 =41

4. Encontrar la ecuacién diferencial cuya solucién general de la familia de curvas es
(x —a)? + y?> = r?, correspondiente a circunferencias de radio fijo r con centro
H H 12 2 2
en el eje x, siendo a una constante. Sol. (1 + y'*)y* = r
5. Hallar la EDO cuyas soluciones son las circunferencias cuyos centros estan sobre el
eje OX y son tangentes a las bisectrices de los cuadrantes primero y cuarto. Sol.
yZyIZ _ nyyl + 2y2 — xZ
6. Hallar la EDO de las trayectorias ortogonales a la familia de curvas cuya ecuacion es

x2+(y—a)® = a?

10
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yz_xz

Sol.y' = Txy

7. Hallar la ecuacion diferencial pertenecientes a la cardioide r = a(1 - senf)
Sol. (1 - senf) dr + r cos6 dO

8. Hallar la ecuacién diferencial pertenecientes a la estrafoide, r = a(sec + tan0).
ar
Sol.— =rsech
de
9. Un circuito en serie contiene un resistor, un capacitor y un inductor, encuentre la ecuacién

diferencial para la carga qg(t) del capacitor si la resistencia es R, la capacitancia es C, la
2 d
inductancia es L y el voltaje aplicado es E(t). Sol. L % +R d—z + % = E(t).

10. En la préctica, un cuerpo A de masa m que va cayendo, tal como un hombre que
desciende en paracaidas) encuentra una resistencia del aire proporcional a su velocidad

instantanea v(t). Empleando la segunda ley de Newton hallese una EDO para la velocidad
. . dv k
en un instante cualquiera. Sol. e + —v=g

1.4. Teorema de existencia y unicidad

De los ejemplos anteriores se puede observar que la solucién general de una ecuacion
diferencial converge a una familia de funciones, y que al establecerse condiciones o
valores iniciales se convierte en una solucidn particular, situacion que puede
desencadenar dos preguntas:

1. éExiste solucidn al problema?

2. ¢Existe una regién del plano donde para cada (x,,y,) sea posible encontrar una y
sélo una curva integral de la ecuacién que pase por él?

Es decir, se plantea la posibilidad de resolver:

y=fxy)

y(x0) = Yo

Las expresiones anteriores corresponden a un problema de EDO de condicion inicial de Cauchy
y las preguntas anteriormente declaradas se acogen en el siguiente teorema.

1.4.1 Teorema de existencia y unicidad para ecuaciones de primer orden

Dada una ecuacién diferencial

y =fly)

Donde f(x,y) esta definida en una region rectangular R que contiene al punto

(X0, Yo)-

11
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Si f(x, y) satisface las condiciones:

a) f(x,y) es continua en R.

of .
b) =— es continua en R.
oy

[
[ | o SO P

Figura 1.1

De la Figura 1, se observa que existe un intervalo [, con centro en x, y la existencia de
una y sélo una funcién y = g(x) definida en el intervalo I, que satisface la condicién
inicial y(xy) = y,, es decir, se debe cumplir:

= Continuidad de f(x,y) enR.

* Acotamiento de f(x,y) en R.

Notas

1. Obsérvese que las condiciones dadas son suficientes; pero no necesarias, es decir,
en el caso en que no se verifique alguna de las condiciones establecidas en el teorema,
no podemos conocer si existe solucién Unica o no al problema planteado. Puede
ocurrir cualquier cosa.

2. El teorema hace referencia a una solucién local de la ecuacidn en un punto
determinado, no a una solucién general.

3. Existe un enunciado general de este teorema (también llamado Teorema de Picard)
valido para toda ecuacidn y sistema de ecuaciones diferenciales ordinarios.

Ejemplos

1. Aplicar el teorema de existencia y unicidad a la siguiente ecuacién, encontrando los

. L 1
recintos del plano de una solucién Unica que pase por los puntos x = 0, + Y +1.

. . 1
Considerar la expresion, y' = —

y2
FOny) = —
Y) = }7
of 2
dy y3

12
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Se observa que no todos los puntos del eje x cumplen las condiciones del teorema de

a
existencia, ya que, f(x,y)y é son discontinuas en y = 0 no obstante, en cada punto

del eje x pasa una sola curva solucion:

y = ¥3x + C o también, y = 3/3(x — x,). La figura 1.2, ilustra una familia de curvas

de la solucién hallada.

Figura 1.2

2. Empleando Matlab, resolver la ED y’ = —y — 2t, obtener la solucién local con la Cl
(2,1) y representarla.

Se plantea la solucidn a través de los siguientes pasos:
a. Definir simbdlicamente y(t).

b. Sustituir en la ED

c. En la ventana del Editor, escribir el siguiente script:
clc

clear all

clear fig

syms t

dsolve('Dy=-y-2*t','y(-2)=1")
ezplot('-2*t+2-5%exp(-t)/exp(2)',[-4,3]),

hold on

plot(-2,1,"*r')

Guardar con el nombre ejer_003 y ejecutar.

En la ventana de comandos se tiene por salida,

ans =

2 - 5*exp(-t)*exp(-2) - 2*

13
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-2 t+2-5 exp(-t)/exp(2)

T T T T T T

10

12~

141~

16+

Figura 1.3
Ejercicios propuestos:
Aplicar el teorema de existencia y unicidad a la siguiente ecuacién, encontrando los
recintos del plano de una solucién Unica que pase por algunos puntos:
1. {y =2y
y(0) =-1

{xy’zy—l

21y =1

14
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CAPITULO Il

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN
MOTIVACION
Es de conocimiento general que la ciencia hoy en dia nos plantea desafios al resolver
problemas no sélo de cardcter estatico sino también de naturaleza dindmica. Los
fendmenos naturales que implican cambios se describen mejor mediante ecuaciones
que relacionan cantidades variables, tal como la razén o cambio de la variable
dependiente y = f(t) respecto a la variable independiente t, la cual se escribe como
y’ = dy/dt, describiendo asi a un universo cambiante a través de la modelizacién de
problemas fisicos, quimicos, bioldgicos y demas aplicaciones que pueden ser resueltos
como ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.
El objetivo general del presente capitulo es resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden, determinando la solucion general y la solucién particular de la misma.
PRE-REQUISITOS PARA ABORDAR ESTE TEMA
La base tedrica necesaria para el estudio de este capitulo es la siguiente:
= |dentificar las caracteristicas de una ecuacion diferencial ordinaria lineal.
= Aplicar diferentes técnicas de integracién
= |dentificar y trazar todo tipo de graficas de relaciones polindmicas y trascendentes
® Traducir al lenguaje simbdlico problemas verbales relacionados con la Fisica, Quimica
y Biologia y otras aplicaciones cuyo modelo matematico corresponde a ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden.
2.1. Formas comunes de las ecuaciones diferenciales de primer orden
Como se manifestd en el capitulo anterior, las ecuaciones diferenciales de primer orden,
corresponden a todas aquellas en que aparecen relacionadas la variable independiente
x, la dependiente o funcidn incdgnita y(x) y su primera derivada y'(x), las cuales
pueden ser escritas de la siguiente manera:
a. Forma normal: y'(x) = f[x,y(x)]
b. Forma implicita: F[(x,y(x),y’'(x)] = 0
c. Forma diferencial: M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0
Son algunos ejemplos de este tipo de ecuaciones las que a continuacion se enlistan:
1. vy = 8sen(4x), EDO escrita en su forma normal
2. (W2 +xy?)y’' +x? —x%y = 0, EDO escrita en su forma implicita

15
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3. (x*y —x?+y—1dx+ (xy + 2x — 3y — 6)dy = 0, EDO escrita en su forma
diferencial.

Existen diferentes métodos para resolver de manera analitica una ecuaciéon diferencial de
primer orden, siendo los mds comunes: separacion de variables, coeficientes homogéneos,
de coeficientes lineales, ecuaciones diferenciales exactas, factor integrante, y para la solucién
de ciertas ecuaciones diferenciales que presentan alguna complejidad se recurre al empleo
de sustituciones o artificios de cdlculos para ser resueltas.
2.2. Ecuaciones diferenciales con variables separables
Definicidn. Estas ecuaciones son aquellas que tienen la siguiente forma:

M(x)dx + N(y)dy =0
Como se puede observar, es una de las ecuaciones mas bdasicas a resolver; supongamos
la siguiente ecuacién:

3xydx + e¥sen(x)dy = 0

Si a la ecuacion planteada la multiplicamos por la funcién P(x,y) = se tiene,

v sen(x)’
eV
3x csc(x)dx + 7dy =0

Esto nos conduce a tener una expresién que puede ser resuelta simplemente por

integracion directa, o sea,

e
J3x csc(x)dx+J?dy= C

Asi como ésta, hay una infinidad de ecuaciones que no se presentan como “faciles” en
resolver, pero con algun artificio de cdlculo puede facilitarnos su resolucion. (Nota: debe
tener en cuenta que no se debe alterar la expresion matematica de ningin modo), A
continuacion, se plantean y resuelven algunos ejercicios con estas caracteristicas.
Ejercicios resueltos:

1. xdx— (xe¥ +eY)dy =0
X
x+1

=Jeydy=j(1—ﬁ)dx

e¥ = x —In(x + 1) + c; aplicando logaritmo

dx

evdy =

Sol. y=In(x—In(x+1)+c¢)
2. 3xye*dx—4dy =0

16
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d
3xeXdx = 4_y

d
Sfxexdx=4 dd

Aplicando la técnica de integracion por partes, en fxex dx, se tiene,

u=x: du=dx

dv = e*dx, o sea,

fdv = fexdx,v = e¥%, y al sustituir todos los procesos realizados en la expresion,
3xe*dx = 4d7y , se obtiene,

3(xe* —e* +c) = 4in(y)

e3(xe*—e*+c) — p4in(y)

X_pX
y4 — Cle3(xe er)

Sol. y = 4/cle3(xex‘ex)

3. (xy?+y¥dx—ydy=0
Reordenando la expresiéon anterior, se obtiene, yz(x +1)dx —ydy =0, o sea,

(x+1)dx = C;—y , Y, resolviendo para cada variable,

J(x+1)dx=]6§,—y

x2+x+C=In(y)
Sol. y = Ce*’**

4, ydx—(x+1)dy =0
Similar a los casos que preceden,

dx d . .
Reordenando, vl Ty e integrando de manera directa,

f dx  (dy
x+1 J vy
In(x+1)+C = In(y)

eln(x+1)+C

=v, luego por propiedades de los logaritmos se tiene,

Sol. y=C(x+1)

C Yy =(+y)?
dy 5
I xty)

dy = (x + y)?dx

17
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A diferencia de los otros ejercicios, es necesario realizar la siguiente sustitucion,
t = x + y, luego derivamos cada término,

dt =dx +dy

dt — dx = t%dx

dt = (t? + 1)dx, reordenando las variables e integrando de manera directa,

dt
J.t2+1=fxdx

arctan(x +y) =x+c¢

x+y=tan(x +c)

Sol.y =tan(x +c¢) + x

A manera de ejemplo se pretende resolver las siguientes ecuaciones mediante Matlab.
6. v +y?sen(x) =0

Solucién:

Desde el menu New, pinchamos en Script, generdandose una ventana en donde se
ingresan las diferentes instrucciones a procesar.

Para resolver el problema en referencia se realiza los siguientes pasos:

a. En la ventana del Editor, escribir el siguiente script:

close all

clc

x=solve('int(sin(x),x)+int(1/y*2,y)')%Se escoge como variable de salida x,debido a
presencia de funcidon Lambertw(x)=w que equivale a w*exp(w) = x

b. Guardar con el nombre ejer_2_ 1y ejecutar.

En la ventana de comandos se tiene por salida,

>>x= pi £ acos(1/y)

lo que puede ser escrito como, cos(x)+1/y=C

Ejercicios propuestos

1. (In(x) + y3)dx = 5xy?dy Sol.y = 3\/Cx3/5 — In(x) —g

2. x*In(x)dx =dy Sol.=c¢; — g + %xSZn(x)

3. xe*dx = 3ydy Sol. —\E* JC+eX(x+1)
5
4. (x+4)*dx =dy Soly = +4x* +32x3 +128x* + 256x + C

18
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JC +x(x2+36x+27)
V3

2242 _ __1 e
6. (e“*™Y)dx =dy Soly= —n(2 (C - 27))

5. (4x + 3)%2dx = 2ydy Sol.y =

7. tan(y)dx = cos(x)dy Sol.y = csc(e“zmnh_l(mn(E)))

8. (4x +3)dx =dT, T(25% =1000° Sol.T = 2x2+ 3x — 325

2.3. Funciéon homogénea

Definicidn. Se le conoce como funcién homogénea de grado n si se cumple que:
fQx,Ay) = 2"f (x, )

Son ejemplos de estos tipos de funciones:

1. f(x,y) = xy, al introducir el factor A en cada término, se tiene,

f(Ax, ly) = Ax Ay

f(Ax, Ay) = A%xy

f(Ax, Ay) = 22f(x,y). . f(x,y) es una funcién homogénea de orden 2

2. f(x,y) = Vx?

fOx2y) = V2222

fOx 2y) = Y22 x?

f(Ax, Ay) = 3\'/ﬁf(x, y).. f(x,y) es una funcién homogénea de orden 2/3
— x
3. f(x,y) = cos (y)

f(Ax, ly) = cos (%)

f(Ax, ly) = cos (g)

f(Ax, Ay) = 2°f(x,y). . es una funcién homogénea de orden 0
x2+y?
4. f(x,y) =e 2=
12x2+12y2
f(Ax,Ay) = e 24%xy
22 +y?)
f(Ax,Ay) = e 24%xy
x%+y?

f(Ax,ly) = e 2xy
f(Ax, Ay) = 1°f(x,y), es una funcién homogénea de orden 0
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Ejercicios propuestos

Analizar si las siguientes funciones son homogéneas:

1. f(x,y) = sen(\/%)

_ XY
2. f(x,y) = oty
3. flx,y) =x7 —xy®

N

floy) = x® —y°

5. f(x,y) = e

6. f(x,y) = tanh(1 + x +§+y)
7. f(x,y) = |xy + 4x?|
8. flx,y) = m+xy
9. flx,y) = Vx
3 [ax+y
10. f(x,y) = [sinh <e VE +5> Xy

2.4. Ecuaciones diferenciales homogéneas

Definicidn. Si generalizamos las Ecuaciones de Primer Orden como sigue:

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

para que la ecuacion diferencial sea considerada como homogénea se debe cumplir que
el grado de M (x, y) sea igual al grado de N(x, y), es decir,

M(Ax, Ay) = A"M(x,y)

N(Ax,Ay) = A"N(x,y)

Realizando el cambio de variable, A = 1

b

AN 1
M(17) = ZMx,)
M(x,y) = x"M (X)

x
Se realiza el mismo procedimiento para N(x,y) obteniéndose finalmente

N(x,y) = x"N (%)

Si reemplazamos en nuestra ecuacion homogénea tenemos que

x"M (%) dx + x"N (%) dy =0
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Para poder resolver la ED es necesario de un cambio de variable como sigue,
y =vVx

dy = vdx + xdv

x"M(v)dx + x"N(v)(vdx + xdv) = 0

x"(M(v)dx + vN(v)dx + xN(v)dv) =0

(M(v) + vN(v))dx = —xN(v)dv

Finalmente se llega a una expresidn en la cual las variables estan separadas
3 dx N(v)

x M)+ vN(v) dv

Nota. Siempre que la ecuacidon sea homogénea se podran separar sus variables.
Ejercicios de aplicacion
A. Analice si las siguientes ecuaciones son homogéneas.

1. x3dy + xy?dy = 0. .Es una ecuacién homogénea de grado 3.
x y ., ,
2. sen (;) dy + cos (;) dx = 0..Es una ecuacion homogénea de grado 0.
B. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.
ay _ .2 2
1. 2xy oo A i

Reordenando la ecuacién planteada como sigue,

ay 1/(x y
2oie2)
dx 2 \y x
hacemos el cambio de variable, y = vx

luego, al derivar cada término, dy = xdv + vdx

y efectuar las operaciones respectivas,

1/1
xdvz—(—+v>dx—vdx
2\v
1—v?
2v
2v dx
1—v2dv:7
—In(1-v®) =In(x)+c
1
1—v?

dx

xdv =

=Ccx
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y=x Cx

(x —y)dx —2xdy =0
_(1-2

2dy = (1 x) dx

y = vx

dy = xdv + vdx

2xdv + 2vdx = (1 — v)dx
2xdv = (1 — 3v)dx

fdv_dx
1-3v ) 2x

1 1
—§ln(1 —3v) = Eln(x) +C

3
In(1-3v) = —Eln(x) +C

1—3v =C3yx?
V= %(1 -C W), expresion que al sustituir en y = vx, se tiene finalmente,
X 3
Sol. y =§(1 —C \/F)
2. (x+y)dx —2xdy =0
Similar al caso anterior y reordenando los términos, se tiene,
y
2dy = (1+ ;)dx

y = vx
dy = xdv + vdx

2xdv + 2vdx = (1 — v)dx
2xdv = (1 —v)dx

f dv _ dx
1—-v ) 2x

1
ln(l—v)=§ln(x)+C
1—v=C+x

v = 1 — C +/x, expresién que al ser reemplazada en, y = vx, se obtiene,

Sol. y = x(1 — Cx)
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Problemas propuestos

1. xdy — \[xydx =0  Sol. y =i(4C\/§+cf + 4x)
2. xdy — (y + x tan %) dx=0 Sol. sen G) = (Cx
3. 2x+y)dx —xdy =0 Sol. y = Cx + 2xIn(x)
4. xdy — Jxydx =0  Sol. y =5 (4C Vx + C? + 4x)

5. (8x% + 4y®)dx = 4xy?dy  Sol. y = x3/C + 6In(x)

6. (y +/x2—y2)dx =xdy Sol. % = sen(In|x| + C)

7. x(Iny —Inx + 1)dy =ydx  Sol yln% =C

2.5. Ecuaciones diferenciales exactas

Pueden denotarse como EDE, y para el caso en referencia, una ecuacién diferencial es
exacta si y solo si se cumple la siguiente condicién:

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

oM 0N

dy Ox

Se denomina diferencial a la siguiente expresion:

Seaf = f(x,y)

of = %ax + %Oy

Resolucion de ejercicios

1. 2x+1dx+ By +2)dy =0

Aplicando la condicidn en establecer si es 0 no es exacta, se tiene,
M(x,y) = (2x+1); N(x,y) =@y +2)

oM N
5 =0; Pl 0, entonces estamos frente a una EDE

O 1L 5y 42
ox " "y y

Integramos con respecto a x
f=x*+x+ C(y)

Derivando con respecto ay

af_ ,
@—C()’)
C(y)=3y+2
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Integrando con respecto a 'y
3 2
CON =5y +2y
f=x*+x+ %yz + 2y, o simplemente, 2x? + 2x + 3y2 + 4y = C
2. (xy®dx+ (x*y +2)dy =0
M(x,y) = (xy*); N(x,y) = (x*y + 2)

oM ON
— = 2xy; Fi 2xy Entonces estamos frente a una EDE

dy
af ) af )
a—xy, @—xy+2

Integramos con respecto a x

1 2.,2
f=§xy +c(y)

Derivando con respecto a y

% =x*y +C'(y)

x?y +C'(y) =x*y +2

Integrando con respecto a 'y

Cy) =2y

f= %xzy2 + 2y, osimplemente, x?y? + 4y =C

3. %dx +In(x)dy =0

M(x,y) = (%) ; N(x,y) =In(x)

oM 1 ON 1
=——= o entonces estamos ante una EDE

E x’ dx
of 'y Of
a—;, @—ln(x)

Integramos con respecto a x

f=ynx)+CW)

Derivando con respecto ay

of _ l c
5y = () +Cv)

In(x) + C'(y) = In(x)
Integrando con respecto ay
Cy)=C
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f=yln(x)+C

4. e*ydx + (e* +y)dy =0
M(x,y) =e*y; N(x,y) =e*+y

oM ON

— = e¢*;— = e%, entonces estamos frente a una EDE
dy 0x

af _ oF | N

ox ¢V dy ery
Integramos con respecto a x
f=ey+cy)

Derivando con respecto ay
of

— — pX + ¢

5, =" +e)

e*+C(y)=e*+y
Integrando con respecto ay

2
co) =%

2
f=exy+y7,osea, 2e¥y +y?=C

5. Resolver laED, xy dy = (y? — x?)dx

ECUACIONES DIFERENCIALES

Se observa que la ED es homogénea, puesto que, M(x,y) = y? —x?%,y, N(x,y) = xy

son funciones homogéneas de grado 2, a su vez, reordenando la misma, se tiene:

(x2 —y2?)dx + xydy =0

Realizando el cambio de variable u = y/x, la ED se transforma en una ecuacién que

puede ser resuelta por variables separadas, y, para resolverla en Matlab recurrimos al

siguiente script.

close all

cle

syms xy u

y=x*u;

y=subs(y,'u(x)','u");
subs(diff(y,x)+(x"2-y*2)/(x*y),y,'y")
u=dsolve('u+x*Du+(x"2-x"2*u”2)/x"2/u=0",'x")
b. Guardar con el nombre ejer_2_ 2y ejecutar.

En la ventana de comandos se tiene por salida,
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>>y =
27(1/2)*(C6 - log(x))"(1/2)
-27(1/2)*(C6 - log(x))*(1/2)
Realizando el cambio u = y/x, se obtiene en forma implicita la siguiente expresion,
2
Sol. (g) +2ln(x) = C

Ejercicios propuestos

1. (x—y)dx+ (x+y)dy = 0 Sol. In(x? +y?) + 2tan™?! G) =C
2. (y + xcos? (%) dx —xdy =0 Sol. tan (%) —lnx=C

3. (x2 —y¥dx + (y*> — 2xy)dy =0 Sol. §x3 —xy?+ §y3 =C

4. sen(y)dx + (xcos(y) + 2)dy =0 Sol. xsen(y) +2y =C

5 (1 +ye* +xye*)dx + (xe* +1)dy =0 Sol. xye*+x+y=C
2.6. Ecuaciones diferenciales inexactas

Cuando no se cumpla la relacidn de ecuacién exacta:
oM _ON
dy  ox
Utilizaremos el factor integrante el cual lo denotaremos como u(x,y), expresion que

corresponde a una funcién en términos de (x,y), y que permite que una ecuacion

inexacta se vuelva exacta, es decir,

px,y)oM _ p(x, y)oN
ady dx

Ademas, surge la interrogante, écdmo hallar este factor integrante?

au Na,u B (aN 6M>_
oy ax \ox ady)’
Considerando que existe una funcién u = u(x), de manera que se tenga,
(2 2ty
ou _\ody ox
ox N H
(aM azv)
p oM _ oy
Ok _\0y 0x),.
U N

Se puede llegar a una expresion analoga si, u = u(y)

Ahora integremos ambos lados de la ecuacién,
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%3

u(x)zef Y7 r0x

Si se hubiera escogido de la otra manera se hubiera llegado a:
(-5

u)=el

Se pide resolver los siguientes ejercicios:
1. 3dy + (12y —4)dx =0
oM ON _

oy ox
12—-0=0,0sea,12 # 0
Hemos comprobado que la ecuacidn diferencial no es exacta. Ahora dispongdmonos a

encontrar el factor integrante.

-3

Partiendo de la expresion, u(x) = el ox

n(x) = 5

p(x) = e*

Al multiplicar la ecuacién diferencial dada por el factor integrante, u(x) = e**, se obtiene,
3e*dy + e™(12y —4)dx =0

oM ON 0

dy ox

12e** — 12e** = 0; por tanto, se transformé en una EDE, con lo cual se obtiene,
M(x,y) = e**(12y —4); N(x,y) = 3™

Integrando M con respecto a x

f=e"By -1 +c®)

Derivando con respecto ay

Of _ o ax . (v
ay—Be + C'(y)

3e*™ + C'(y) = 3e**

Integrando con respecto a'y

Cy)=C

f=e*@By—-1+C

Despejando y, y tomando f — C = (;, se obtiene finalmente

y=2(EE )

3 e4x
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1/C
Sol. y=§(ﬁ+ 1)
2. Bx+y)dx+ (2x)dy =0
oM ON

dy ox

1—-—2=0,0sea,—1 # 0, luego nuestra ED no es exacta

Hemos comprobado que la ecuacion diferencial no es exacta. Ahora dispongdmonos a
encontrar el factor integrante.

Al igual que en el ejercicio precedente,

(G
ux)=e’" N F

-1
u(x) = el
1

u(x) = 2"

1
px) =x2

() =~

xX) =—
"

Multiplicamos nuestra ecuacion diferencial por el factor integrante u(x) = %
3x+y
Vx
dM ON B

Jdy Ox

1
— — — = 0; con lo cual se obtiene una EDE, y por tanto,

Vx  Vx

3
M(x,y) =

dy + 2+/xdx =0

X +
Vx
Integrando M con respecto a x
f=2Vx(x+y)+c@®)

Derivando con respecto a y

Y N@y) =2vx

af_ ,
@—2\/;+C(Y)

2vx + C'(y) = 2/x
Integrando con respecto a y
Cy)=C

f=2vx(x+y)+C
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De la expresidén anterior, al despejar y, se obtiene,

_f-c_

Sol. yzchlE—x

3. @3 —y)dx+ (x—2)dy =0
oM N

=0
dy Ox
-1-1=0=>-2%0

X

Hemos comprobado que la ecuacidn diferencial no es exacta, luego, al tratar de

encontrar el factor integrante, se obtiene lo siguiente.

(5-5%)
u(x)=ef Y 0x
-2
u(x) = elz=2%

plx) = e ==> p(x) = (x —2)7?

pux) =

(x —2)?
1
Al multiplicar la ecuacién diferencial por el factor integrante u(x) = )2 se obtiene
x3—y dx
d =0
(x — 2)? y+ x—2
oM ON —0
dy ox
! ! =0 1 1 bti EDE tant
G2 =22 ; con lo cual se obtiene una ,y por tanto,
x3—y 1

M =—=; N = —_—

(x, ) TRk (x, ) =27
Integrando M con respecto a x

y—8 1 )

f=x_2+§(x—2) +6(x —2)+12In(x —2) + C(y)
Derivando con respecto ay
af 1
R —
3y x—2 +C'(y)

o C0) =
x—2 "V T o2z

Integrando con respecto ay
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3—x
RACEnE

-8 1 3—x
sol. f =172+5(x—2)2 +6(x—2)+12In(x —2) +(x_2x)2

4. (x + 2)sen(y)dx + xcos(y)dy = 0
oM ON

dy ox
(x + 2)cos(y) —cos(y) #0
Hemos comprobado que la ecuacion diferencial no es exacta. Ahora dispongdmonos a

encontrar el factor integrante.

(5-5x)

(x+2)cos(y)—cos(y)
J xcos(y) 0x

ulx) =e
ﬂ(x) — e,x+ln(x)
Multiplicamos nuestra ecuacion diferencial por el factor integrante u(x) = xe*
xe*(x + 2)sen(y)dx + xe*xcos(y)dy = 0
oM ON

=0

dy ox

xe*(x + 2)cos(y) — e*co s(y) (x? + 2x), lo cual la convierte en una EDE, luego,
M(x,y) = xe*(x + 2)sen(y); N(x,y) = xe*xcos(y)

Integrando M con respecto a x

f =e*x*sen(y) + c(y)

Derivando con respecto a y, se obtiene,

af_ X a2
@—e x“cos(y) + c(y)

e*x2cos(y) + ¢ (y) = xe*xcos(y)
Integrando con respecto a y

cy)=C¢C
f =e*x%sen(y) + C

Despejando y
4 (f—c
y = sin g

. C1
Sol. y = sin™?! (exxz)
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Ejercicios propuestos

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

1. ydx + (x + 3x3y*)dy =0 Sol. y = —*+—"—

JC1x—x3+2xIn(x)
Vx

3. Bx+2y)dx+ (2x+7y)dy =0 Sol. y = %(— 7C; —17x2% — Zx)

2. (xy—1Ddx+ (x?—xy)dy=0 Sol. y=x—

(x)—sen(y) . 11
4. %dx + sen(y)dy =0 Sol. y =sin™?! [Zsec(x) (C;+4 ln(cos(x)))]

5.%—2y=x2+3 Sol.yzClezx—g———Z

2.7. Ecuaciones diferenciales de primer grado especiales

2.7.1. Ecuacion de LaGrange

Este tipo de ecuaciones tienen la forma y = xg(y’) + j()’) dondej y g son funciones
de la variable y’. Para poder resolver la ecuacién de Lagrange se debe hacer la
sustitucion:

Yy =p

y=xg({p) +j®)

Derivamos esta ecuacién con respecto a x
. dp
p=g®) + (xg ) +J’(P))a

. dp
p—9g() = (xg'(p) +J'(P))a
Esto resulta en la ecuacion diferencial
dx _ xg®) _ @)
dp p—gp) p-9®)

Una vez hecho esto la ecuacion se puede resolver de manera lineal.

Ejercicios de aplicacién

lLy=1+y

Reemplazamos y’' = p

y=1+p

Se deriva con respecto a x
dp

P = x
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Se resuelve la ecuacion diferencial

dx 1
dp p
x =In(p)+c

Ahora despejemos p
p = e*c
Y finalmente reemplazando, se tiene,
Sol. y=1+4¢*°¢

2. y = sen(y?)

Reemplazamosy’ = p

y = sen(p?)

Se deriva con respecto a x

dp
p = 2p cos(p) Tx

Se resuelve la ecuacién diferencial

dx _
o = 2cos(p)

x = 2sen(p) +c¢

Luego, despejando p, se tiene,

_ 1 x—C)
p = sen <2

Y finalmente se reemplaza

Sol. y = sen [sen‘1 (xz;c)]

’

3.y =x(y)? -y
Al reemplazary’ = p
y=xp*-p
Se deriva con respecto a x
dp

=p?+ 2xp—1)—
p=p"+Qxp-1 -
Se resuelve la ecuacion diferencial
(p —p*)dx = (2xp — Ddp
(2xp — Ddp + (p> —p)dx =0
De lo visto con anterioridad, esta expresidn corresponde a la forma de una ecuacién

inexacta, o sea,
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oM ON _

=0
dx Odp
2p—2p—-1)+0

Ahora se trata de encontrar el factor integrante, o sea,

(6M_6N>
dx Op
J~—x""0p

up) =e

op

[—2—
up) = eP*-p

-1
p—1
up) =C ( )
"\Up

-1
Al multiplicar esta ecuacién diferencial por, u(p) = C; (pT)' se obtiene,

(pp%l) (2xp — 1)dp + (%) (p? —p)dx =10

oM ON

ox 0dp

Zp(pp;)—(Zp—Z):O

M) = (=) @xp 13 Npx) = (0~ 1?

Integrando M con respecto a p

f=xp?—p+In(p) —2xp + C(x)
Derivando con respecto a x

aif ,
=P —2p+C'(x)

p>—2p+C(x)=p*—-2p+1
Integrando con respecto a x
Clx)=x

f=xp*—p+In(p) —2xp+x
Despejando x
x(p—-1)?=f—-In()+p

f—In(p)+p
(p — 1)?
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Reemplazando en la ecuacidn inicial, se obtiene,

_f-in(+p
(p —1)?

y= ﬁ (f — In(p) + p), ecuacion que puede ser escrita como,

p(p—1)

Sol. y = % (C —In(p) +p)
2.7.2. Ecuacion de Clairaut
Se presenta de la siguiente forma:

y=xy' +f()
Se soluciona de manera similar a la del tipo de LaGrange, es decir, la solucién general
tiene la forma:

y =cx+f(c)
Pero ademds posee una solucién singular la cual se obtiene eliminando p de las
ecuaciones.

y=xp+f@)x+f()=0
Una solucidn singular es denominada asi, cuando es solucion de una ecuacién
diferencial pero no estd incluida en la solucién general.
2.7.3. Ecuacion de Bernoulli
Se presenta de la siguiente forma:
y' +yP(x) =y"Q(x)

Se observa que el factor que la distingue es y™ del segundo miembro, para lo cual el
cambio de variable: yl"" = u, la convierte en una ecuacién diferencial lineal de primer
orden, o sea,

d

% + P(x)y = Q(x)y™ y tomando y'™™ = u, se tiene,

dy 1 _L.du 1 1 1 60 anterd ;

_— -Nn —

- 1-a? 7, due al reemplazarse en la expresion anterior se tiene,
1 1 du i 1\

( ui-n %> + P(x)ui-n = Q(x) (ul—n)

1—n

u
Tx + (1 —n)P(x) = (1 —n)Q(x),lo cual puede ser escrito como,

d

é + Py(x)u = Qp(x),donde: Py(x) = (1 —n)P(x), Qo(x) =(1-n)Q(x)
Ejercicios de aplicacién

1Ly=x()—- ()

34



CAPITULO I ECUACIONES DIFERENCIALES

Reemplazando y’ por p
y =xp—p*
Derivando con respecto a x
dp
= —2p)—
p=p+x=2p)

Se elimina p de la ecuacién

dp
0= (x—zp)a

Si, £ = 0, entonces p = C; donde C es una constante arbitraria

Por tanto la solucion de la ecuacién quedaria asi:

y = Cx — C?
: . dy
Ahora si x — 2p = 0; y teniendo en cuenta que p = TIx
Set x _dy
e tiene que: o = -~

Luego, integrando ambos lados de esta expresion se tiene,

2
X X
il y,luego al reemplazar p = > en nuestra ecuacion diferencial para comprobar

r=)-6)

2

X
Sol. y =

2

2. xy' =y+eV

Reemplazando y’ por p

y=xp—e?

Derivando con respecto a X
dp

p=p+Gx—e’)—

Se elimina p de la ecuacion

dp
— (v — o\ 2E
0=(x e)dx

d
Si, ﬁ = 0, entonces p = C; donde C es una constante arbitraria

Por tanto la solucién de la ecuacién quedaria asi:

y=Cx+e’
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d
Ahora si x — eP = 0; y teniendo en cuenta que p = d_z
Se ti ) =
e tiene que: In(x) = I

Integrando ambos lados de la ecuacion,

x(In(x)—1) =y

Reemplazamos p = In(x) en nuestra ecuacion diferencial para comprobar
y = xIn(x) — e, o simplemente puede escribirse como,

Sol. y =xIn(x) — x

3. y=xy + cos(y’)

Reemplazando y’ por p

y = xp + cos(p)

Derivando con respecto a x

dp
p=p+(x— sen(p))a

Se elimina p de la ecuacién
0= )22
= (x — sen(p) I

Si, d_p = 0, entonces p = C; donde C es una constante arbitraria
x

Por tanto la solucién de la ecuacion quedaria asi:

y = Cx + cos(C)

d
Ahora si x — sen(p) = 0;y teniendo en cuenta que p = d—z
. dy
Se tiene que, arcsen(x) = =

Integrando ambos lados de la ecuacion,

x(arcsen(x)) +Jl1—x2=y
Reemplazamos p = arcsen(x) en nuestra ecuacidn diferencial para comprobar

V1—x2
1

y = x(arcsen(x)) + , lo cual puede escribirse como,

Sol. y = x(arcsen(x)) +V1—x2

dy
4, ——y = e¥y?
dx y y
Por similitud con el modelo de EDO de Bernoulli, se tiene que la EDO planteada es una
ecuacion de Bernoulli, con:

36



CAPITULO I ECUACIONES DIFERENCIALES

u =y conn = 2,0sea,u =y~ !, de maneraequivalente,y = u~!
dy _ dy du 1 du - .
Luego, de —— = — — = — — — que al sustituir en la expresion inicial, se tiene,
dx du dx u? dx
dy
22y = eXy2
d y y
1du 1 (1)2 y 4 .
—— — ——=1¢%(—| ,expresidn que puede ser escrita como,
u?zdx u u P auep
du u? e
—+—=e"|——],0seaq,
dx u u
du . .
Ix + u = —e”*, que la convierte en una EDO lineal
X

Al resolver la ecuacién diferencial anterior por factor integrante, se tiene,

p(x) = el POax — ol dx — oX g geq u(x) = e*

Por tanto, se tiene, (e*y)’ = —e?*, expresion que ser resuelta tiene por solucién,
e* N C
YTy e

5.y =xy' + ()2
Se observa que la ED es una ecuacidn del tipo de Clairaut, por lo que, al escribir el
script respectivo en Matlab, se tiene:
close all
clc
syms x y
y=dsolve('y=x*Dy+1/2*Dy"2",'x')
b. Guardar con el nombre ejer_2_ 3y ejecutar.
En la ventana de comandos se tiene por salida,
>>y =
-x"2/2

C2772/2 + x*C27

Donde, la funciéon y = —x2/2 + C, es la envolvente de la familia integral de la

ecuacién diferencial respectiva.
dy 2
6. —=xy°+
ax y-ry
Se observa que la ED es una ecuacién del tipo de Bernoulli, por lo que, al escribir el script

respectivo en Matlab, se tiene:

close all
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cle

syms x y

y=dsolve('Dy=x*y*2+y','x');

y1=simplify(y);

pretty(y1)

b. Guardar con el nombre ejer_2_6y ejecutar.
En la ventana de comandos se tiene por salida,

>>yl =
exp(x)
C3-exp(x)(x-1)

Problemas propuestos

y=cx+c+c?
1. y=xy +y —y'* Sol (x + 1)?
y=——7""

4
2
2. y=xy'+1+x%y" Sol. y=1+ k]
x+1
2<C1_\/Tp_3>
3. y2 —4xyy' +4x%(y"" —y' =0 Sol. y = —iﬁ

CZ
N2 y=0x+—
) Sol.{ 2

4.y=xy’+T B
ky_ 2
1 =C +1
5.y=xy'+—  Sol y=8Te
Y y = 2V2x
dy e*
6. — = xy? Sol. y= ————
dx Xyt +y soly C; +e* —xe*
dy
7. x>—=xy—y? Sol. y=——
xdx =Y oy C;+Inx
dy 1
8. x— =y?] Sol. y =
xdx+y ynx o S0y Cix+Inx+1
3

dy
9. == = y(xy*—1) Sol. y=
ax YOy =D Sl y = o a1

xe*

dy .
10.x—=xy +(1+X)y SO]y=m

dx
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2.8. Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de primer orden

Las ecuaciones diferenciales se aplican en muchos campos de las ciencias, esto es debido
a que describen cualquier fendmeno donde algo cambia. Como se conoce, el cambio de
una variable con respecto a otra se le llama derivada, de aqui que, las ecuaciones
diferenciales se utilizan para representar situaciones o problemas fisicos de ingenieria
como aerodindmica, mecanica de fluidos, circuitos electrénicos, intercambiadores de
calor, economia, biologia, entre otras. Para solucionar los problemas que son
representados por las ecuaciones diferenciales, hay que solucionar las ecuaciones.
Algunas de las principales aplicaciones son:

2.8.1. Aplicaciones geométricas

El uso de las ecuaciones diferenciales en geometria plana y del espacio permite obtener
el modelo de algunas figuras geométricas. Si se considera una curva C, definida por la

ecuacion C: f(x,y) = 0, y un punto P(xq,yo) € C,y a partir de,

RT: Recta tangente RN: Recta normal

Se tiene las siguientes definiciones:

. d
* La pendiente de la recta tangente es: mpyr = d—z = Yo
P
cuya ecuaciones, RT:y — yo = yo(x — x¢)
. . 1
» La pendiente de la recta normal se define por: mpymgr = —1, 0sea, myy = ——

Yo

., 1
cuya ecuacion es, RN:y — y, = 7(x - Xp)
0
Respecto al punto de interseccion de la recta tangente con el eje X, este corresponde a:

1 y
Puesto que,y =0, 0 —y, =— (x — xy), esto nos da, A <x0 - =, 0)
Yo Yo
De manera similar se tiene que el punto de interseccidn de la recta normal con el eje X,

este corresponde a:
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1
Puesto que,y =0, 0 —y, = v (x — x,), esto nos da, B(xy + ¥y, 0)
0

» La longitud del segmento de la tangente entre P, y el eje x esta dado por,

2
Ly =d(4,Py) = [x0_<x0_y_?>] + (yo— 0)% = y_(,)1f1+3’62
Yo Yo

* La longitud del segmento de la subtangente es la proyeccién del segmento tangente

AP, sobre el eje x esta dado por,

2
Yo Yo
Ly =d(A,C) = [x —(x ——,>l +0= =
o j ) IR

* Lalongitud del segmento de la normal es la proyeccidn entre P, y el eje x esta dado por,

Ly =d(B,Py) = \/[xo — (X0 + Yoy)> + (yo — 0)2 = )’01/1 + 3’62

* Lalongitud del segmento de la subnormal es la proyeccion entre BP, y el eje x esta dado por,

Lsy = d(C,B) = /[xo + Yo¥4—x0]1% + (0 — 0)2 = y,y5

Ejercicios de aplicacion.

Determinar las ecuaciones de las curvas que cumplen las siguientes condiciones:
1. Pasa por el punto P,(3,10) y su pendiente es igual al doble de su abscisa.
Solucién

d R
De las condiciones del problema, se tiene, m = % = 2x yFx2+1

Resolviendo la ED por separacion de variables se tiene,

y=x2+C, y de la condicién inicial P,(3,10),y 3 . t
finalmente: .
10 =32+ C,0sea,C = 1,luegolacurvaes:y = x? + 1 Figura 2.1

2. Ecuacion de la familia de curvas cuyas normales pasan siempre por el origen de
coordenadas. Phy=
Por definicién,,m - m,, = —1, o sea,

dx . 2
m, = —— ,ydela ecuacidn de la recta:
dy

dx
Yy—Yo=— dy (x — x4), ademas esta pasa por

(x0, ¥0) = (0,0)

dx Figura 2.2
y=- T x, resolviendo la ED por separacion de variables, se tiene,
y
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2 2
Yy __x 2 02
> =3 +C,osea,x“+y“=C

que corresponde a una familia de circunferencias centrada en el origen y radio C

2.8.2. Trayectorias ortogonales

Una familia de curvas forma un conjunto de trayectorias ortogonales de otra familia si

cada miembro de la primera familia intersecta a todo miembro de la segunda familia en

angulos rectos, las familias son mutuamente ortogonales. Para obtener la familia de

curvas a ortogonales de una familia dada se realiza lo siguiente.

Si dos curvas son ortogonales entonces las tangentes a dichas curvas en los puntos de

corte son perpendiculares y, por tanto, si ¥'(x) es la pendiente de una de ellas, la de la

otraes —1/y'(x).

De esta manera, obtener las trayectorias ortogonales a una familia de curvas de las

cuales se conoce su expresion analitica f(x,y, C) = 0, requiere los siguientes pasos:

= Diferenciar la ecuacion f(x,y,C) = 0.

= Eliminar C del sistema formado por la ecuacién y su derivada, para asi obtener la
ecuacion diferencial de la familia.

= Obtener la ecuacidn diferencial de la familia de trayectorias ortogonales aplicando el
resultado precedente.

= |ntegrar la ecuacion resultante.

Ejercicios de aplicacién

Determinar las trayectorias ortogonales de una familia de curvas para los casos

siguientes:
1. x2—y?2=¢C Y[
Tomando derivadas y reordenando los términos, se tiene, ﬂ
| o
d X ~
2xdx — 2ydy = 0,0 sea,—y =— //
dx 'y — 1)
. x dx
Ademdas,—— = —,nos llevaa,— = — —
dy 'y y x

Esdecir,lny = —Inx+1InC, xy=C

Por tanto, la ecuacién de la familia de curvas de trayectoria

Figura 2.3

ortogonal es una familia de hipérbolas equilateras.
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2. x2+2y*=¢C

Tomando derivadas y reordenando los términos, se tiene,

— v__x
2xdx + 4ydy = 0,0 sea, == 2
) dx x dy 2dx
Ademdas,—— = —,nosllevaa, — = ———
dy 2y y x

Esdecir,lny = —Inx? +InC, x>y =C

Por tanto, la ecuacion de la familia de curvas de trayectoria
. L, Figura 2.4

ortogonal es una familia de hipérbolas.

3. ye* = —xe* —e*+C ,

Reescribiendo la expresidon y tomando derivadas respecto

a x, se tiene,

C dy c C-e¢e* Q‘.q
Y eX’ dx ex ex == AR
y tomando la familia de trayectorias ortogonales,
dx C—e*
osea,—— = , esto nos conduce a,
dy ex
e*dx .
i dy,osea, y = In|e* — C| Figura 2.5

Problemas propuestos
1. Determinar la ecuacion de la curva que pasa por el punto (0,2) y en cada punto (x, y)
tiene pendiente —xy. Sol.y = 2e~%"/2

2. Encontrar la ecuacién de la curva que pasa por el punto (1, e) y en cada punto (x, y)

2
. X

la pendiente de su normal es —. Sol.y = e'/*
y

3. La proyeccién de la recta normal desde un punto P de la curva sobre el eje x tiene
una longitud igual a la abscisa en P. Encontrar la ecuacién de esta curva que ademas
pasa por el punto P(2,3). Sol. x2 + y? = 13

4. Determinar la ecuacién de la curva que pasa por el punto (0,—1), y a la vez, la

pendiente de la tangente en cualquiera de sus puntos es igual a la abscisa del punto,
2

aumentada en 5 unidades. Sol. y = x? +x—1

5. A partir de la familia de rectas y = Cx, encontrar la familia de trayectorias isogonales

que forman con dichas rectas un angulo de /3. Sol. %tan_li =Inc(x? + y?)
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6. Determine el miembro de la familia de trayectorias ortogonales de x2 + 3y? = Cy
que pase por el punto P(1,2). Sol. y? = x2(3x + 1)

7. Determine la trayectoria ortogonal que pase por el punto P(0,4) de la familia de

3xy? = 3Cx + 2. Sol. y = 4e*"

8. Determinar las trayectorias ortogonales de la familia de elipses con centro en €(0,0)
y vértices en (1,0) y (—1,0). Sol. x? + y? = 21In(Cx)

9. Encontrar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas, y = C(secx + tanx).
Sol. y? = 2(C — sen x)

10. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de circunferencias que pasan por los

x2

2y+3

puntos A(0,—3) y B(0,0). Trazar la grafica para ambas familias. Sol. +y-—

3In|2y +3|=C

2.9. Aplicacidn de las ecuaciones diferenciales de primer orden en Fisica

Las ecuaciones diferenciales de primer orden poseen una amplia gama de uso en la
Fisica, donde en casi todas las diferentes leyes y definiciones propias de la Fisica caen en
modelizarse mediante derivadas e integrales. A continuacién, se resume las aplicaciones
mas usuales en el campo de la Fisica.

A. Ley de decaimiento o incremento radioactivo.

1. Inicialmente se tiene una masa radioactiva de 100g. Después de 6 min su masa ha

disminuido en un 10%. Si en un instante cualquiera la rapidez de desintegracidén es

proporcional a la cantidad de sustancia presente, determinar la cantidad que queda

cuando pase una hora.

Solucion

Inicialmente se tienen 100 g de masa, pero nos dicen que después de 6 min ha
disminuido un 10%

C(6) =100—10=90g

Prestar atencion a la parte subrayada del ejercicio que nos va ayudar a modelar nuestra

ecuacion.
dc

T
Resolviendo la ecuacion diferencial se tiene

In(C)=kt+a

kC
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Donde k es una constante de integracién y ‘@’ un constante resultado de resolver la
integral, despejemos C.
C(t) = Aekt
Pero para dar por terminado el ejercicio es necesario hallar el valor de las constantes A y k.
Para ello utilizamos los valores iniciales que el mismo ejercicio nos otorga
C(0) = Ae"° =100; A =100

n (7

C(6) = 100e**® =90; k = —

k ~—0,01756

C(t) = 100e001756t

C(60) = 100e001756+60

100e 19536 = 34,86, es decir, al cabo de una hora se dispone solamente de 34.86 g
2. Un material radioactivo se desintegra a una razdén proporcional a la cantidad
presente. Si inicialmente hay 50g de material y al cabo de 25 min se ve que ha perdido
el 40% de la materia. Hallar:

a. La cantidad de masa en cualquier momento.

b. La cantidad de masa en 1 hora.

c. Eltiempo que transcurre para que quede el 85% de masa.

C(25) =50 —20 =30g

dc
dt
C(0) = Ae**® =50;4 = 50

= kC, o sea, C(t) = Aekt

in(5)

25

C(25) = 50ek*25 = 30; k =

k ~ —0,0204
Sol(a). C(t) = 5000204+t
C(60) = 50e~1225% = 14 67¢
Sol(b). C = 14,67g
C(tm) = 50 — 42,5 = 7,59
75 = 50 g 0.0204xt

0,0204
Sol(c). t = 93 min
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B. Problemas de mezclas

3. Un recipiente contiene 2000 ml de agua oxigenada donde se han afadido 5 g de una
sustancia B. Otra mezcla que contiene 100 mg de sustancia B por 10 ml de agua
oxigenada es suministrada a razén de 10 ml por minuto, y de la solucién mezclada se
extrae a razén de 20 ml por minuto. Determinar una funcion que permita observar la
cantidad de sustancia B a cada instante.

Solucién

Utilizemos una notacién que nos facilite la escritura de la resolucién del ejericio.

mg

m
B =5000mg; V,=2000ml; a =10 ; Vv =10 —/—; v, =20 —
min

ml
La ecuacidn para este tipo de ejercicios viene dada por:

U,
Vo + (v —v)t

B'(6) + B(t)=v-a

B'(t) + OtB(t) =100

2
2000-1

B'(t) + B(t) =100

200 —t
Ahora, para este tipo de ejercicio en particular, es necesario hallar un factor integrante

gue nos facilite su resolucidn, o sea,

2
200-t

p(t)= , 0 sea,

2 1
Jr(®) = fZOO—t dt=in (200—¢)2

2
—_— 1
f200—tdt _—

Porlo que, u(x) =e 200-07
100

750+ 20007

2
(200 — ¢) (200 — ¢)
d o] = 100

de 1(200 — £)? (t)] ~ (200 — t)?

1 100
20—zt = j 20—z X

B(t) = 100(200 — t) + 100C (200 — t)?

“B(t) =

Recordando que nuestra concentracion inicial, B = 5000 mgent =0

5000 = 100(200 + C(200)32)

150
40000

=(;C =0,00375
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B(t) = 100(200 —t) + 0,375(200 — t)?, expresién que nos permite observar la

cantidad de sustancia B a cada instante.

4. En un tanque se tienen 1000 L de agua a los cuales se le han afiadido 20 kg de sal.
Otra mezcla la cual tiene 1 kg de sal por cada litro es bombeada al tanque a razén de 25
L por minuto. La solucién mezclada es bombeada al exterior a razén de 50 L por minuto.

Se pide determinar: a) la ecuacidn que permite observar la cantidad de sal en cualquier

instante. b) El qué tiempo en que se vacia el tanque?

B = 20kg; V,=1000Lt; a=1"2, _ 5=
B g Vo= T V1= o
' V2 _

B'(t) + Vo T (o, = vz)tB(t) =V, *xa

B+ 1000+ (25 =509 2P = 25+ 1

B'(t) + >0 B(t) = 25

25(40 — t) B
B'(t) + 75— B(t) = 25
elﬁdt = —1
(40 —t)?
B'(t) + - B(t) = ! 25

(40 — t)2 (40 — t)3 (40 —t)2

d [ 1 B(t ] B

dt 1 (40 — t)2 Ol (40 — t)2

1 B0 — 25 p
(40 — t)2 (t)_f(40—t)2 t

B(t) = 25(40 — t) + 25C(40 — t)?

ECUACIONES DIFERENCIALES

L
v, =50 —
min

Recordando de nuestra concentracion inicial, B = 20kgent =0

20 = 25[40 + C(40%)]

20 = 1000 + C * 1600

€ =-0,6125

Sol(a). B(t) = 25(40 —t) + (15,3125)(40 — t)?
B(t)=0

25(40 — t) + (15,3125)(40 — )2 = 0

(40 — ©)(25 — 15,3125(40 — 1)) = 0

t; =40 min
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25 =15,3125(40 — t)
25
15,3125
Sol(b). t =~ 38,3675min

=40—-t

C. Poblacion
4. De cierto andlisis se sabe que en una poblacién la rapidez de nacimientos y muertes
es proporcional al nimero de individuos que estén con vida en ese momento. Encontrar

una ecuacién que nos permita analizar el comportamiento de crecimiento de la

poblacion.

dN ] o dM ]

’r = rapidez de nacimientos; I = rapidez de muertes

K,, = constantes de nacimientos; k,, = constante de muertos
dN ke _dM .

dc Y Tgp T mY

dy

E = (kn - km)y

Resolviendo la ecuacion se tiene:

ln(y) = (kn - km)t +c

y = cekn=km)t expresidn que nos permite analizar el comportamiento de crecimiento
de la poblacién.

5. Una poblacion de la amazonia de aproximadamente 200 habitantes estd
desapareciendo debido a las siguientes situaciones, el 80% de su poblacién son mujeres,
ademas cada mujer solo puede tener 2 hijos, y si los 2 hijos son varones ambos mueren;
por ello se cuenta con que la rapidez de nacimientos es de 4 por dia, pero la rapidez de
muertes es de 6 por dia. Se solicita determinar:

. Las constantes de nacimientos y muertes.

. Que tiempo le queda a la poblacién para que solo queden 20 habitantes.

N _ . dM
ac Y g
4 =k, 200 ;6 =k, *200

Sol(a). k, = 0,02 y k,, = 0,03

=kny

y = cekn—km)t
La poblaciéon es de y = 200 hab en t =0
c =200
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y = 200e (-0
1

(=001t
10 °
1
. _ln(ﬁ)
0,01

Sol(b). t = 230,258 dias

D. Epidemias

6. En cierto instituto se declara una epidemia de una enfermedad ‘x’. Se requiere
encontrar de un modelo matematico que describa la propagacién de la enfermedad,
tomando en cuenta que existen ya un cierto nimero de estudiantes enfermos.

Solucién

Para resolver este tipo de ejercicios se deben tomar en cuenta varios aspectos.
E = # de estudiantes; Ei = # de estudiantes enfermos; En

= # de estudiantes no enfermos

dEi , . ,
a. - = la razéon de cambio de los alumnos infectados

b. % = a + bEi + cEi*( Es una ecuacion que se acerca a la realidad)

c. E = Ei + En, para cada instante t
dEi : :
d. T 0; de donde surgen 2 situaciones

ST Ei = 0 entoncesa =0y,

b
si Ei = E entonces ¢ = 5
Sustituyendo en la ecuacién se tiene
dEi B b Ei(E — Ei
a ~pEu 0

E = k; que es un valor constante
Resolvemos la ecuacion diferencial
1l (EQ) 1l (E—Ei) =kt +

G n(Ei G n )= c

Sabemos que en t = 0 existen estudiantes infectados E|,

Por lo tanto Ei = E,

—1l ( E, )
“TE™"E—E,
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L) ( ok )—kt+1l( d
E\E—E) T T E™ME—E,

l(Ei) l(EO)—Ekt
"E—E) "™\E-E) ~

In (M) — Bkt

) ; multiplicamos toda la ecuacién por E

E,(E — Ei)
Ei(E—E)
Eo(E — Ei)

Y finalmente al despejar Ei, se tiene,

Ei = W , que corresponde a la expresidon que describe la situacion del
——1)e~Ekt41
Eg

problema planteado.

7. En un zooldgico Unicamente de primates, se ha propagado una enfermedad muy
parecida a la varicela, si se sabe que hay 500 primates de los cuales 50 estan infectados.
Se supone que el virus llego a través de los nuevos 5 primates que llegaron hace 2 dias.
a. Hallar la constante k.

b. Determinar en que tiempo solo quedard un primate sano.

c. Que tiempo debe transcurrir para que la mitad de los primates estén enfermos.

Ei E
l =

E —Ekt

(E_o —1)eEk +1
Ei = E, =5;t = 2dias
. 500

(500 —k*1000
(T — 1) e +1

(100 — 1)e~F*1000 1 1 = 10
99e—k*1000 — 9
1
in(17)
1000
Sol(a). k = 0,00239
E

(E£0 —1)eEk +1

k=—

Ei =

500
= (10 — 1)e-500-0,00239+¢ { |

Qe 11989 4 1 = 1,002

499
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In(0,0002222)
1,1989

t =7,016dias + 2 dias
Sol(b). t =~ 9,016 dias
E

(EEO —1)eEk +1

B 500
~ (10 — 1)e~11989t 4 1

9e—1,1989t + 1 — 2
1
In(g)
1,1989
t = 1,8327 dias

250

Quiere decir que desde que llegaron los 5 primates han transcurrido 3,8327 dias
Sol(c). t = 3,83 dias

E. Problemas de temperatura

8. Un pirata gusta en tomar licor a una temperatura de 25° mientras esta en altamar el
deja su botella en una habitacion del barco donde los rayos del sol llegan directo y la
temperatura ambiente es de 30°, si se sabe que la temperatura inicial es de 15° y que
en 10 min en la habitacidn la temperatura se incrementd en 1°. ¢ Qué tiempo le tomara
llegar a la temperatura deseada?

Solucidn:

La ley de Newton expresa que la rapidez con la que un cuerpo cambia su temperatura
es proporcional a la diferencia entre su temperatura y la temperatura ambiente.

Interpretando esta ley se tiene que:

dT
7t = KT® —To)

Desarrollando la ecuacion diferencial:

dT
T —T,

In(T(t)-T,) =Kt+c
T(t) — T, = ceXt
T(t) =T, + cek?

= Kdt

Ahora para hallar los valores de las constantes c y K se utilizan las condiciones iniciales

50



CAPITULO I ECUACIONES DIFERENCIALES

T(0) = 30° + ce® = 15°
c=-15°

T(10) = 30° — 15e1% = 16°
—15e1% = —14

.= 1n(0,9333333)
N 10
k =—0,002996

T(t) =T, + ceXt

Ahora daremos los valores correspondientes a cada valor de la ecuacién:
T(t) — 300 _ 156_0’02996t
Finalmente hallamos el tiempo en el que se llega a los 25°.

250 — 300 _ 156—0,02996t

1
N —0,02996t
3 e
1
0,02996

Sol. t = 36,67 min

9. Un profesor cansado de sus estudiantes decide acabar con su vida ahorcdndose en
su casa, al cabo de unas horas un oficial encuentra su cuerpo con una temperatura de
199, considerando que habia dejado el aire acondicionado a 16°, y que su temperatura
estando vivo era de 36°, ¢qué tiempo lleva muerto, considerando que la temperatura

baja 1° cada 10 min?

Solucion:
d—T =K(T(t)—T,)
dt *
Utilicemos nuestra relacion de proporcionalidad para hallar constante K
1 C°
“Tomin = K(36° — 169
K = —0,005 L

min
Luego utilizaremos nuestra ecuacion ya modelada para poder hallar la constante C
T(t) =T, + ceXt
t=20
36° = 16° + ce®
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c=20°

Entonces nuestra ecuacidn nos quedaria asi:

T(t) = 16° + 20e~%005¢

Ahora hallemos el valor de t para obtener los 19° del cuerpo

199 = 16° + 20e~0005¢

3

-0,005¢t — _°_

¢ 20
3

. (z0)
0,005

t = 379,42 mino 6,32 horas.

F. Caida libre

10. Se lanza un cuerpo desde una altura de 50 metros con una velocidad de 4 metros
por segundo. Se toma en cuenta la resistencia al aire, y ademas se sabe que el objeto
pesa 50N; Se tiene que la velocidad limite que puede alcanzar el cuerpo es de 50 metros
por segundo.
a. Determinar la ecuacidn que describa la velocidad en funcién del tiempo.
b. Hallar una ecuacién que describa la posicién en funciéon del tiempo.
c. Cudl sera la velocidad al cabo de 5 segundos.
Solucién:
Mientras un objeto cae desde una cierta altura la fuerza se describe con la siguiente
ecuacion:
F=mg—kv

ma = mg — kv

g = gravedad; k = consante de proporcionalidad; v = velocidad; m = masa

El ejercicio nos propone que el cuerpo pesa 50 N, por lo siguiente y tomando en cuenta

ag=10 m/s?.
w
m=—
)
m=>5kg

Ademas de esto la aceleracion estd definida como la derivada de la velocidad con

respecto al tiempo, esto quiere decir:

dv

a=E
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dv_ I
mE—mg v

Para encontrar el valor de k es necesario utilizar el valor de la velocidad limite,

supongamos que esa velocidad limite es constante, la ecuacidn se tornaria asi:

0=mg—kv
m
f=—9
Vlim
50 N
k=—%—
50 m/s

s
k=1N—

m
Reemplazando los valores en la ecuacion llegamos a:
52 _ 59

dt v

Y resolvemos la ecuacion diferencial
t
In(v—50) = —§+ C
_t
v—50=~Ce s

t
v=50+Ce 5

Consideremos que el cuerpo se lanza en tiempo, t = 0 y que conlleva una cierta velocidad

inicial.
4 =50+ Ce®
C =-46

t
Sol(a). v =50 —46e’5
Para hallar la ecuacién de la posicidon con respecto al tiempo debemos de recordar que

la velocidad es simplemente la derivada de la posicidon con respecto al tiempo.

dx

U:E

dx _ 50—46 -3
dt €

46 _t
X = 50t+?e 54+,
Recordamos que en un tiempo O el objeto recién se estaba lanzando por lo que:

46
50 = 50(0) + e +C;

53



CAPITULO I ECUACIONES DIFERENCIALES

46 _t 206
Sol(b). x = 50t +?e 5 +T

Finalmente evaluamos un t =5 en la ecuacion de velocidad.

5

v=50—46e 5
46
v=50—-——
e
v=50-16,97

m
Sol(c). v = 43?

11. Un cuerpo de masa 15 Kg es lanzado desde un edificio con una velocidad de 3
metros por segundo. Se halla ademas que existe una fuerza de resistencia contra el aire
dada por 5v2. Halle la velocidad para un tiempo t=v/5 segundos.

Solucion:

El ejercicio nos plantea que la fuerza de resistencia tiene un valor variable, entonces

colocamos este valor en vez de nuestra fuerza de resistencia en la ecuacidén fuerza.

dv

R — 2
m—o-=mg 5v
dv _ 10 5 .
dt ~ 0 15°

l <v+\/30> w0
nl——>,|= [=t+c
V30 —v 3

40
v+V30
V30 —v

40 40
V= v30ce\/;t — vce\/;'t —+/30
40
~ e E SN

1+ce\/@t

Ahora debemos halla la constante, para ello evaluaremos la funcion en un t =0.
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3_mce0—m

1+ ce®
34+ 3c=+v30c—-+v30

_ V30+3
~ 3-430
c~ 3,43

Ahora debemos evaluar en el tiempo requerido y habremos finalizado el ejercicio

t =5
(m * (3,43)e\/§‘06 - m)

v =
40
1+ 3,43« e\/;\/E
(18,78 » %16 — 5 48)
v =

1+ 3,43 816

__ 64.646,5-5,48

. m
, para finalmente tener: v = 5,39 —
1+11.998,8 S

G. Circuitos Eléctricos

12. Un circuito RL tiene una fem de 20 voltios, una inductancia de 2 henrios y una
resistencia de 40 ohmios, sin una corriente inicial. Determinar el modelo matematico
gue permita analizar la corriente en cualquier tiempo t.

Solucién:

Para este tipo de circuitos la ecuacién diferencial que describe el paso de la corriente

es:
dl R E
@171
R = resistencia; L = inductancia; I = corriente; E = fem

Entonces reemplazando los datos en la ecuacién diferencial llegamos a:

dl 40 20
& 2 77
dl
i + 20/ =10
Resolvemos la ecuacion diferencial
dl
P 10 — 201
dl
to—zn_ %
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11
——=mm(1-2)=t+c

102
In(1—2I)=-20t—c
1—2I = —ce™ 20t

1
I=§—ce_20t
En t=0, I1=0

1
0 =§—ce0

_ 1
T2

1 1
[ =——— —-20t

2 2

ECUACIONES DIFERENCIALES

13. En cierto circuito RC se genera una fem de 400 cos (2t) voltios, una resistencia de

100 ohmios y una capacitancia de 0,01 faradios. En un t = 0 el capacitor se encuentra

descargado. Se pide hallar la corriente en cualquier instante t.

Solucién:

Para este tipo de circuitos la ecuacion diferencial que describe el paso de la corriente es:

dg 1

at TRC

Como dato adicional se debe recalcar que la corriente es la derivada de la carga con

respecto al tiempo, es decir:

|
Reemplazando los datos en la ecuacién tenemos:
dq N 1 400 cos(2t)
dt T 100+0,017 " " 100

dq+ =4 2t
It q = 4cos(2t)

Cuya solucidn es la siguiente:

4 8
q(t) = gcos(Zt) + gsen(Zt) +Ce™t
Sabemos que parat =0, g = 0; por lo tanto

4 8
0= gcos(O) + gsen(O) + Ce®
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Finalmente obtenemos que la ecuacién de la carga con respecto al tiempo es:

4 8 4
— _ _ _ _,t
q(t) = z cos(2t) + z sen(2t) z e

Y para hallar la corriente lo que nos queda es derivar esta expresion

dg 16 8 4 _,
I = i ?cos(Zt) - gsen(Zt) + Ee
H. Resortes

14. Un resorte de masa despreciable se encuentra unido al techo por un extremo y por el
otro se encuentra una masa de 50 kg. Considere que se le propicia al cuerpo una fuerza que
de tal manera lo hace obtener una velocidad inicial de 2 metros por segundos y ademas se
sabe que en un principio el cuerpo se encontraba estatico pero alargado 1 metro.

a. Hallar una ecuacion de velocidad en funciéon de la posicion.

b. Encuentre la velocidad cuando el resorte se estire 5 metros.

Solucion:

Ley de Hooke establece que: “La fuerza es proporcional al alargamiento”, y con el
cumplimiento de la Ley de Newton, se tiene,

ma =mg — kx

dv
m(a) =mg — kx
dvdx
maa= mg — kx
dv
mva =mg — kx

Resolviendo la ecuacion diferencial llegamos a:
2 k . 2
V4 = 2gx — —x° + mv;
m
Reemplazamos los valores del ejercicio

k
v? =2(10)x — %xz + 50(2)?

2

2=20 x + 200
v?=20x — +5

Consideremos las condiciones iniciales v=0, x=0,1
0=20- i + 200
50
k = 4,4 N/m?
Nuestra ecuacidn nos quedaria asi:
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Sol(a). v? = 20x — 0,088x2% + 200

Ahora evaluamosenx =1

v = +,/100 + 2000 — 0,44
m
Sol(b). v = 45,85?

Empleo del software Matlab en la resolucion de problemas verbales:

16. Un objeto se coloca en una habitacion que estd a temperatura constante de 20 °C.
Se sabe que la constante de enfriamiento del objeto es k=0.025. Si al comienzo la
temperatura del objeto es de 50 °C. { Qué temperatura tendra después de 40 minutos?
Un script sencillo correspondiente en Matlab podria ser:

close all

clc

symsyt
y=dsolve('Dy=0.025*(20-y)",'y(0)=50","t")
t=0:5:100; 45f
ysalida=eval(y);
tsalida=t;

Ley Enfriamiento Newton

50

40 -

35

plot(tsalida,ysalida)
grid on ot
t=40; y=evall(y) |
b. Guardar con el nombre ejer_2 5y ejecutar.

En la ventana de comandos se tiene por salida, s 10 2 3 40 s e 70 s e 100

>>y= Figura 2.7
30*exp(-t/40) + 20
>>y =

31.0364

Y su representacion grafica es:
17. Se supone que la poblacién de un pais era de 14.5 millones en el afio 2010 y que

crece siguiendo la ley de Malthus: y’ = 0.045y(t), donde y(t), representa el nimero de
millones de habitantes en el instante t. ¢ Cuantos millones de habitantes habra en 20167?
Un script sencillo correspondiente en Matlab podria ser:

close all

cle

symsy t

y=dsolve('Dy=0.45*y','y(0)=14.5",'t")
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t=0:1:10;
ysalida=eval(y);
tsalida=t;
plot(tsalida,ysalida)
title('Ley Malthus')
grid on

t=6; y=eval(y)

Ley Malthus

b. Guardar con el nombre ejer_2_6y ejecutar.

. . 21
En la ventana de comandos se tiene por salida,
>>y =

(29*exp(t/25))/2

>>y = 16

18.4331 T

Y su representacion grafica es: ©o 1 2 s 4 5 & 7 8 o 10
Figura 2.8

Ejercicios propuestos

1. Un tanque con capacidad 400 litros esta parcialmente lleno con 100 litros de vinagre,

y en ella se encuentran disueltos 10 kg de azucar. Ingresa medio kilo de azucar por litro

de vinagre a razon de 6 litros/hora. Una vez mezclado el contenido sale a una razén de

4 litros/hora. Se pide determinar:

a. La cantidad de sal después de 30 min. Sol. 64,38 kg

b. ¢Después de cuanto tiempo el tanque empieza a derramarse? Sol. 150 horas

2. Cierto profesor tiene una manera particular de escribir los apuntes de su materia (la

escribe con una rapidez proporcional al nimero de hojas escritas). Pero, por otro lado

uno de sus alumnos puede leer estos apuntes con rapidez constante. Se inicia un curso

cada afio, el profesor entrega una cantidad inicial de 10 hojas a sus alumnos y luego el

resto conforme las escribe. Después de 3 meses el alumno presentaba un atraso de 20

paginas, y al finalizar el sexto mes ya eran 70 paginas de atraso. Se pide determinar:

a. Determine cuantas paginas entrego el profesor en el noveno mes. Sol.290 paginas

b. Si el curso solo durara 9 meses ¢ Cuantas paginas le faltaron leer al alumno? Sol. 240

paginas
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3. Encierta ciudad de Italia la mafia, no puede dejar que un forense encuentre el veneno
con el que asesinaron a su victima. La sala de diseccién del forense se mantiene a una
temperatura constante de 5° C, cuando se disponia a inspeccionar el cuerpo es
asesinado, y el cuerpo de la victima robado. A las 9 am un oficial encuentra el cuerpo del
forense con una temperatura de 21° C. Ya al medio dia la temperatura del cuerpo del
forense era de 13° C. Si suponemos que el forense tenia una temperatura de 37°
mientras estaba vivo. ¢ A qué hora murid el forense? Sol. 6 am

4. Una poblacién tiene un crecimiento proporcional al nimero de habitantes que hay
en un momento dado en ella. Pasados 5 afos la poblacién se triplica, y después de 8
afios esa cifra se incremente a 45000 habitantes. ¢Cual era la poblacidn inicial? Sol.
7760 habitantes

5. En cierta reserva natural se espera incrementar el niumero de bellas aves que
conviven. Si después de 5 afios ahora hay el doble de aves y después de 7, su nUmero se
ha elevado a 576. Halle el nimero de aves que habia al fundar la reserva. Sol. 218 aves
6. Para poder enfriar un liquido altamente sensible a la variacién de su temperatura se
propone dejarlo en una sala de refrigeracion de 5°C si después de 30 horas tiene una
temperatura de 8°C, transcurridos 40 horas su temperatura se reducen en 2 grados.
Encuentre a qué temperatura se encontraba inicialmente el liquido. Sol. 86°

3. Un entrenador pokemodn, se encuentra sobre un barranco para poder atrapar un Snorlax
gue solo se lo puede atrapar cuando esta despertandose, este pokemdn se encuentra a 300
metros, la clave para atraparlo es dejar caer una ‘Peso ball’ la cual tiene una masa de 9,7 kg.

Se sabe que la velocidad limite es de 95 metros por segundo. Se pide determinar:

t
a. La posicion de la ‘Peso ball’ en cualquier instante. Sol. x(t) = 95t + 921.5(e 27 — 1)

b. El tiempo en el que la ‘Peso ball’ golpea al Snorlax. Sol. 27578,5 s

8. Existe una sustancia radioactiva en ciertos fésiles, que se desintegra en cada
momento a una velocidad proporcional a la cantidad presente. Su vida media es de 5750
afios. Hallar la edad del fésil considerando que contiene un 77,7% de la sustancia
radioactiva. Sol. 2093 afios

9. Un depdsito contiene inicialmente 20 kg de sal disuelta en 500 L de agua.
Supongamos que se comienza a introducir en el depédsito 12 L/min de salmuera

(disoluciéon que contiene 0,25 kg de sal por litro), y que, simultdneamente, se sacan del
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depdsito 8 L/min en la mezcla resultante. ¢ Qué cantidad de sal habra en el depésito al
cabo de 1 hora? Sol. 137 kg de sal

10. Un circuito consta de una inductancia de L = 0.5 henrio, una resistencia R = 20
ohmio, un condensador cuya capacidad es C = 0.0025 faradio y una fem E = 100 voltio.
Hallar la corriente, sabiendo que, q(0)=0, i(0)=0. Sol. i(t) = 10e~2%sen(20t)

11. Un circuito consta de una inductancia de L = 3/2 henrio, una resistencia R =
10 ohm y una fem E = 9 voltio. Hallar la corriente, sabiendo que i(0) = 6 Amp. Sol.
i(t) = (9 +51e72/3),

12. Un cuerpo de 20 N de peso se deja caer desde una altura de 100 m con velocidad
inicial de 5 m/s. Suponiendo que el aire ofrece una resistencia de —0.8v, encuentre la
altura que desciende al cabo de 4 segundos (considere, g=10m/s?).Sol. y = 60.10 m.
13. En un grupo de 500 cabras se detecta un animal contagiado de un virus. Se supone que la
rapidez con la que el virus se propaga es proporcional al producto del nimero de animales
contagiados y el tiempo transcurrido. Hallar el momento en el cual todos los animales han sido
contagiados si se observa que después de 5 dias hay 8 animales con el virus. Sol. 7.64 dias

14. Una epidemia se desarrolla en una poblacion de tal forma que, en cada momento
del tiempo, la velocidad de desarrollo de la infeccidén es directamente proporcional al
numero de personas enfermas por el niumero de personas sanas. Si la poblacién tiene
10000 habitantes, y se sabe que el nimero de personas infectadas inicialmente era de
50, junto con el hecho de que, al cabo de 3 dias habia 250 enfermos, ¢qué cantidad de

04 _L_,p12x10%K

. . '9950°
enfermos habra en 12 dias?  Sol. 1 v
14— 12%10

9950
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CAPITULO IlI
ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE ORDEN n
MOTIVACION
En este capitulo se estudian los métodos bdsicos de resolucién de ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes constantes de segundo orden y superior, tanto en
el caso homogéneo como en el no homogéneo. Métodos de resolucion que nos
permiten obtener la solucion de muchos problemas practicos de cinematica, dindmica,
circuitos eléctricos, vibraciones libres y forzadas, flexion de vigas, entre otras
aplicaciones para diferentes areas del conocimiento.
El objetivo general del presente capitulo es familiarizarse con las técnicas desarrolladas
para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de orden n, determinando la solucién
general y la solucidn particular de la misma.
PRERREQUISITOS PARA ABORDAR ESTE TEMA
La base tedrica necesaria para el estudio de este capitulo es la siguiente:
» |dentificar las caracteristicas de una ecuacion diferencial ordinaria superior.
= Aplicar los conocimientos tedricos cubiertos en cursos regulares de cdlculo
diferencial e integral, algebra lineal y fisica.
= |dentificar y trazar todo tipo de graficas de relaciones polinédmicas y trascendentes.
® Traducir al lenguaje simbdlico problemas verbales relacionados con la Fisica, y otras
aplicaciones cuyo modelo matematico corresponde a ecuaciones diferenciales
ordinarias de orden n.
3.1. Ecuaciones diferenciales de segundo orden reducibles a primer orden
Las ecuaciones diferenciales de segundo orden presentan un mayor grado de
complejidad que las de primer orden; sin embargo, existen métodos que reducen esta
dificultad y facilitan la busqueda de resolucion.
Un ejemplo de ecuacién diferencial de segundo orden seria:
dz_y + d_y — e
dx?  dx

En general, este tipo de ecuaciones son dificiles de resolver, no obstante, una manera

=5

facil de hacerlo es reducir el orden de la ecuacién, para lo cual existe una variedad de
casos, donde cualquier sustitucidn no es conveniente a cualquier problema. Para ello

citaremos entre las posibles alternativas las siguientes:
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a. Cuando no aparece la variable independiente ni su primera derivada.

A continuacidén, se muestra un claro ejemplo:

d?y
4 2y =
dx2+ x=0

La sustitucion para este caso corresponde a:
dy

T dx

dz d?y

dx  dx?

Esto hace que la ecuacién quede reducida a,

dz_
dx

fdz=—2fxdx

Z = _xz +Cl (1)

V4

—2x

NN d
No obstante, debemos recordar nuestra sustitucion inicial que al reemplazar z =d—z en

(1), se obtendr3,

d
—y=—x2+C1

dx
de =]—x2 + Cydx

Sol. y= —xg—g+xC1 + C,

Como se puede observar en las ecuaciones de segundo orden se generan 2 constantes de
integracion; es fundamental percatarse de esto y no confundirse al momento de integrar.

b. Cuando no aparece la variable dependiente

Para ello se cita el siguiente ejemplo,

1dy dy

x dx? dx

Donde, al utilizar la sustitucion,

0

dy
~dx
dz d?y
dx  dx?

La expresidn anterior puede ser reescrita como sigue,

VA
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dz_ p

47 xex

In(z) «x?
@) _2 .
4 2

7 = @2X?+4C (1)

e d .
Recordando nuestra sustitucidn inicial de z = ﬁ en (1), se obtiene,

d_y — e2x2+4C1
dx

2x2

C
Sol. y = + G,

c. Cuando no aparece la variable independiente.

Se cita como ejemplo,

d*y (dy\* dy

dx? (E) T dx

Utilizando la sustitucion,
dy

T dx

dz d?%y

Z@ =03

VA

Reemplacemos en la ecuacién:

dz

J dz _jd
1+z Y
In(l1+2)=y+(;

z=eYtt1 -1 (1)
R, d .
Recordamos nuestra sustitucién inicial de z = é en (1), se obtiene,

dy

a = Cley - 1

ln(l - Cley) =x+ CZ
1—Ce¥ =Xt

Cie¥ =1 —e*tCz

1_ex+C2

ey = Y aplicando propiedades logaritmicas, se tiene,
1
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1_eX+C2)

Sol. y = ln( .

Luego de revisar algunos de los casos para reducir el orden de nuestras ecuaciones
diferenciales, a continuacién, se propone otros ejercicios con algunas variantes respecto
a los ejercicios anteriormente desarrollados.

Ejercicios de aplicacién

2

1. —sen(x) = x

dx?
Sustituimos en la ecuacidén

_dy
T dx
dz d?y

VA

dx  dx?

dz N
dx_x sen(x)
2

z= x? —cox(x) + C; (1)
TR d .
Y luego reemplazamos nuestra sustitucion inicial de z = ﬁ en (1), se obtiene,

dy x?
Fiair cox(x) + Cy
3

Sol. y = % —sen(x) + xC; + C,
2d%y _ (ay)® _

2.y dx? (dx) =0

Sustituimos en la ecuacién

_dy

T dx

dz d?%y

77— =—

dy dx?

yzz% =z
dy

dz _dy

72 y2

V4

3

1
-;=5+a

_ Yy
zZ= rE— (1)

TR d .
Y luego se reemplaza la sustitucién inicial de z =d—z en (1), se obtiene,
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dy__ v
dx 1-y(C;
1—-yC

b dy = dx

Sol. In(y) —yCy =x + C,

2

d
Y = 4x;y'(1) = 4,y(1) = 2

3.@
dy
z7=—
x
dz _d%
dx  dx?
dz_4
dx

z=2x*+C; (1)
Este ejercicio nos propicia dos condiciones iniciales, con las cuales encontraremos los
valores de las constantes de integracién que surgen del proceso de integracion.

dy_
dx
4=2+4+0(
C1:2

4:x =1

dy

Reemplazamos la sustitucién inicial, y utilizamos la condicién inicial de z =-_en (1), se

obtiene,

dy
——=2x" +2
dx x

2 3
y=3x +2x + C,

y=2x=1

2

C_z
27 3

2 2
Sol. y==x3+42x—=
3 3
d? dy\*
4.2=2 =y (—y)
dx? dx
Sustituimos en la ecuacidén

_dy
Z_dx
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de _dy

2y T dx?
dz

e d .
Reemplazamos nuestra sustitucion inicial de z = d—z en (1), se obtiene,

yJ=y2-2C1 —2C tan~ | —2L—
242

En este ejercicio se evidencia que usualmente es mejor aislar la variable ‘x'.

Sol.

=X+Cz

Ejercicios propuestos

d?y _ dy
Loz et Sol. y= Cie*+C, —x
d’y dy 3
2. 2x$—5=0 Sol. y = Cez+ C,
2
3. sec(x) % -2=0 Sol. y = C; + Cyx — 2cos(x)
a2y _ x (4¥\? _In(Ci+e¥)—x
4, ol (dx) Sol. y = —C1 +C,
dz_y— ay\ 2 — xC
5.2 =(2) Sol. y = Cye*Cs
dz_y — d_y X — X x
6. dx?2 - dx t+e SO] y = xe”* + Cle + CZ
d?y 1
1 S =T SoL,y=(1—-x)In(1—x) +xC, + C;
d%y 1 ) 1 5
8. — = arctg(x) Sol.y = arctg(x)(x* = 1) — > In(x* = 1) + xC; + C;
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d’y dy _ Cyx3 C_12 x_5
1. E—X (E) SOl.y— 12 +4 +C2+80
dZy dy -1
2. Z=(2) Sol.y = €, =22 (¢, + )

3.2. Ecuaciones diferenciales lineales

Estds ecuaciones diferenciales presentan la siguiente forma:

an(x) d"y —+ a,_1(x) ZZ:_}I +a,_ Z(x) dn_zy >+t ag (x) dly T+ ag(x)y = h(x)
Con condiciones iniciales
y(xo) = Yo

y'(x0) =¥'o

y'(x0) =y"0

n-1 — on—1
y"(x0) = ¥o
Considerando a Yo, Yo, ---» Y&~ ! como constantes iniciales.

De la ecuacién anterior lo mds comun es que se presente una n=2, generandose asi:

2 1
000 T2 +ay () T + ay )y = ho)

En donde se divide toda la ecuacidn para a,(x)

@y a,(x) dly  ap®)  h(x)
dx?  a,(x) dx?t az(x)y_az(x)

La expresién anterior puede ser reescrita de la siguiente manera:

2
- + f(X) + g(x)y = H(x)

Esta de aqui, se la conoce con el nombre de ecuacion general de segundo orden.

El factor H(x) nos permite determinar si la ecuacién lineal propuesta es o no
homogénea, a partir de los siguientes criterios.

1. Si H(x) esigual a O la ecuacion es homogénea.

2. Si H(x) no es igual a 0 la ecuacién no es homogénea.

A manera de ejemplo podemos citar los siguientes,

Dada la siguiente ED, determinar si es 0 no homogénea

d’y dy
—_ 4 —_
dxz + I +4y =6

En virtud de que H (x) =0, la ecuacién aqui presente no es homogénea, pero si es lineal.
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Es decir, para ser homogénea deberia haber sido planteada como sigue,

d’y dy
dx2+d—+4y—0

Sin embargo, hay casos en las que una ecuacién puede ser homogénea pero no lineal,
tal como se ilustra en el siguiente ejemplo:
d’y ~|dy

E‘I’ E+10y=0

d
Podemos apreciar que H(x) = 0, pero el factor é, esta dentro de una raiz, por lo tanto,

la convierte en no lineal.

Como bien sabemos la solucién de una ecuacidn diferencial esta casi siempre en funcién
de la variable independiente, a esta le vamos a denominar y = h(x), tal que estd
solucion debe ser n veces derivables en alguin intervalo de manera que al sustituirla en
la ecuacidn se logre una identidad. A continuacidn, se ilustran algunos ejemplos de lo
anteriormente citado.

d? d
1. Comprobar que y = 4x, satisface la ecuacién d_y + d—i =4

Comenzamos el ejercicio derivando la solucién que nos brinda el ejercicio:
dy
dx
d?y

dx?

Luego nos disponemos a reemplazar en la ecuacidn para comprobar:

=4

0+4=4
Entonces hemos comprobado que el valor 4x si es solucion para la ecuacién

diferencial.

X - d?y dy
2. Demuestre que y = e* 4+ 1, es solucién para =z 2 + y=1

Al derivar y en la expresion propuesta, se obtiene,

dy .
a—e

d?y .
Rk

Y al reemplazar en la ecuacién diferencial inicial, se obtiene,
*x—2e+e*+1=1
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1 = 1, lo cual permite concluir que la solucién planteada satisface la ecuacion diferencial.
. L d’y | dy

3. Comprobar si y = sen(x), es solucidén para a2 + i sen(x)

Al derivar y en la expresidn inicial, se obtiene

% = cos(x)
d?y
Frvha —sen(x)

Luego, al reemplazar en la ecuacién diferencial respectiva, se obtiene,
—sen(x) + cos(x) # sen(x)
Esto nos permite concluir que la solucidn planteada no es una solucidn de la ecuacion.

3.2.1. Principio de superposicion o linealidad

d?y dy ., . . ,
Teorema. Sea ——=< + f(x)a + g(x)y = 0, una ecuacion diferencial, homogénea y
lineal, tal que presenta como soluciones a C;y; , C,y, , entonces C;y; + C;y, también
debe ser solucidn de la ecuacion diferencial.

Demostracion:

Sea la expresion,

T o =0
dxz f(x) dx g(x)y -

(Ciy1 + Coy2)" + f()(Cryr + Cy2)' + g(x) (Coys + Coy2) = 0

Coyi + Cyy + f()Cyy + f(0) Gy + g(x)Ciys + g(x)Cry, =0
G + )y + g()y) + Gy + f()y, + g(x)yz) =0

Pero como C;y4,C,Yy, son soluciones de la ecuacion diferencial entonces:
C1.0+C,.0=0

Se probara lo anteriormente sefialado con los siguientes ejercicios.

- _ d?y : > -
1. Paralaecuacion dlferenC|aI@ —y = 0 se tiene como solucién y; = e”*, y, = e™%,

comprobar que su suma también corresponde a ser solucién.
Solucién.

Primero dispongdmonos a derivar la suma de las soluciones.

Z_-Zzex_e—x
dZ
m2e e
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Y luego reemplacemos en la ecuacién diferencial
e*+e*—(e*+e™¥)=0
Se observa que se cumple el Teorema de Superposicion o Linealidad.

o . d%y : y
2. Para la ecuacion diferencial ) +y = 0 se tiene como solucion
X

y; = sen(x), y, = cos(x), comprobar que su suma también sea solucidn.
Solucién.

Derivamos la suma de las soluciones
o cos(x) — sen(x)

dx
d?y
dx?

Y luego reemplazamos en la ecuacion diferencial.

= —cos(x) — sen(x)

—cos(x) — sen(x) + sen(x) + cos(x) =0

Hemos comprobado que se cumple el principio de superposicién y linealidad.

3.2.1. Dependencia e independencia lineal

Dependencia lineal. Se tienen dos funciones y;(x),y,(x) las cuales son linealmente

X
Ya() = k, siendo k un valor constante no igual a 0.
Y2(x)

independientes, si y solo si se cumple que

Independencia lineal. Se dice que una ecuacién no es linealmente independiente

y1(x)
¥2(x)

cuando # k, es decir que no son proporcionales entre si.

A continuacidn, se citan algunos ejemplos respecto a lo sefialado.
Verificar la dependencia o independencia de las siguientes funciones:

1. y; = e3%,y, = 2e3*

Y1 B eSx
v, 2e%
»n_1
Y2 2

Se concluye que las funciones son linealmente dependientes.
2. y; = sen(x),y, = cos(x)

yi _ sen(x)

z N cos(x)
Y1
—=tg(x
" g(x)
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Como no hemos obtenido un valor constante entonces se concluye que las funciones
son linealmente independientes.

3.2.3 Wronskiano

Creado por el matemadtico polaco Jésef Hoene-Wronski, es un determinante de orden n
(numero de funciones), que se calcula con la matriz construida de la siguiente forma:

1. En la primera fila se colocan las funciones.

2. En la siguiente fila las primeras derivadas, y asi consecutivamente hasta la derivada
de orden (n — 1).

Lo sefialado anteriormente puede ser escrito de manera simbdlica como sigue:

Y1 (x) O §x)

W(ylryZI"' ryn) = (n—:l) N (n—;l)
i @) o v ()

Para el caso de dos funciones la expresion general queda reducida a:

y1(x) y2(x)
y1(x) ¥ (%)

Y para el caso de tres funciones quedara de la siguiente manera,

Wy, y2) = [

y1(x)  y2(x)  ys(x)
WLy, ys) =| m(x) y2(x)  y3(x)
yi(x) y (%) yi(x)

A continuacién, se desarrollan algunos ejemplos respecto a probar el desarrollo del Wronskiano.
1. Encuentre el Wronskiano para los siguientes conjuntos de funciones

a. Dadas las funciones, y; = e*,y, = sen(x),y; =1

yi(x)  ya(x)  y3(x)
WL y,ys) =| y1(x)  y2(x)  y3(x)
yi(x) y2(x) y35(x)

e* sen(x) 1
W(e* sen(x),1) =|e* cos(x) O
e* —sen(x) O

W(e*,sen(x),1) = 1(—e*sen(x) — e* cos(x))
W(e*,sen(x),1) = —e*(sen(x) + cos(x))
b. y1 = x%y, =In(x)

y1(x)  y2(x)

wou) =[5 i
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x? In(x)
W (x?%,1n(x)) = ) 1
¥k

W (x?%,1In(x)) = x — 2xIn(x)
c. y; = sen(x),y, = cos(x)

y1(x)  y2(x)

W) =[G Si

sen(x)  cos(x)
cos(x) —sen(x)

W (sen(x),cos(x)) = [
W (x?%,In(x)) = —sen?(x) — cos?(x)

W(x?%,1n(x)) = —1

Como ya sabemos, para saber si dos funciones son linealmente independientes
simplemente se dividen entre si, pero que pasa cuando se tienen tres o mas funciones;
en cuyo caso se debe aplicar el Wronskiano de tal manera que si W # 0 las funciones
son linealmente independientes.

A manera de ejemplo a lo anteriormente sefialado se tiene el desarrollo de los siguientes

ejemplos.

a. y; = 5x,y, = In(x)

_ ) y2(x)

WO =[5 i

5x In(x)

W(5x,In(x)) = [ . 1 ]
x

W(5x,In(x)) = 5 — 5In(x)

Se concluye que las dos funciones son linealmente independientes.
b. y; =e* y, =2e*

y1(x)  y2(x)

W ) = ! !
1Y) =130 yio
x ».x\ _ [€F 2e*

W(e*,2e*) = [e" Zex]

W(e*,2e*) = 2e%* — 2e%*

Agqui el Wronskiano es igual a 0, lo cual significa que las funciones son linealmente dependientes.
Empleando Matlab, se pide determinar si un grupo de funciones son linealmente
independiente (Wronskiano = 0)

c. Determinar si las funciones y; = e”*, y, = e?*, son linealmente independientes

73



CAPITULO 1l ECUACIONES DIFERENCIALES

Solucién

Desde el menu New, pinchamos en Script, generdndose una ventana en donde se
ingresan las diferentes instrucciones a procesar.

Para resolver el problema en referencia se realiza los siguientes pasos:

a. En la ventana del Editor, escribir el siguiente script:

cle

clear all

syms t

a="[exp(t),exp(2*t)]';

b=diff(a,t);% determinar la primera derivada

c=diff(b,t);% determinar la segunda derivada

d=[a;b];% establecer el vector de funciones

w=det(d) % determinar el Wronskiano

b. Guardar con el nombre ejer_3_1vy ejecutar.

En la ventana de comandos se tiene por salida,

>>w=exp(3t)

lo que puede ser escrito como, w = e3¥, luego, el grupo de funciones son linealmente
independientes.

Ejercicios propuestos

a. Compruebe si las siguientes funciones son soluciones de sus respectivas ecuaciones.

1.y, =x; 5%+42—y+%— 5
2.y;=x+2; %+2—i+xy= (x + 1)?
3.y, =Vx; —232732]+Z—i+y2=x

4. ylzexz; ZZTZ+Z—3;—2 =0

5. y; = sen(x); 32732] — ctg(x)% = —csc(x)

_ .4y ay _ _
6. y1 =tg(x); —5—ctg(x) == —csc(x)
_ 2. @y 5dy _
7.yl—x,2xdx2 de+\/;—x
b. Compruebe si las siguientes funciones son linealmente dependientes o independientes.

1.y, =2x,y, = 3x
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2.y, =Yy, =Vx

3. y1 =e*,y, =In(x)
4.y, =(x+2)%y,=x
5.1 =x3,y, =§

o

y1 = arctg(x),y, = tg(x)
7. y; = cos(2x),y, = cos?*(x)

c. Halle el Wronskiano de las siguientes funciones y determine si son linealmente

dependientes o independientes.

1. y1 = cos(x),y, = sen(x),ys = tg(x)
2. y1 =x2%,y, = 4x%,y; = (x + 4)?
3.y, = x2,y, = e2n®
4.y, =1Ly, :i:)’3 =X
y; = senh(x),y, = e *

y; = sen(2x),y, = cos(2x),y; =1
yi=x+3,Yy,=x—3,y3 =3
y1 =4y, =¢y3; =In(x)

Y1 =Xy2 = In(x)

10. y; = cosh(x),y, = e*,y; =e~

o 0 N o W

X
3.2.4. Problemas con valor inicial

. . T ., d? d
Cuando se tiene una cierta ecuacién diferencial d—x}z’ + f(x) d—z + g(x)y = r(x),segeneran
soluciones las cuales estdan acompafiadas de constantes; para poder hallar estos valores

constantes se deben aplicar los valores iniciales de tal modo que  y(x,) = yo,y’(xo) =

y’O ..., Y asi consecutivamente dependiendo del orden de la ecuacién diferencial.
A manera de ejemplo se citan los siguientes:
L c ., d?y . ‘. L
1. Sea la siguiente ecuacién diferencial =z + y = 0, que tiene como solucidn las siguientes

funciones y; = Cysen(x), y, = C,cos(x), con C;y C, como constantes cualesquiera,

determine el valor de dichas constantes conociendo la siguiente condicidn inicial.

=27 =1
y 2 ’y 2
Entonces consideremos como solucién general a la suma de las 2 funciones que se

definen como solucidn para la ecuacién diferencial:
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y = Cysen(x) + C,cos(x)
La cual derivamos una vez para poder hacer cumplir la condicidn inicial.
y' = Cycos(x) — Cysen(x)

Evaluamos las condiciones iniciales

y (g) = C,sen (g) + C, cos (g) —9

C, =2
y' (g) = Cycos (g) — C, sen (g) =1
¢, =1

Una vez conocidos los valores constantes dejamos expresado completamente la
solucion general.

Sol. y = 2sen(x) — cos(x)

2

- g ., adcy . .
2. Sea la siguiente ecuacion diferencial IxZ —y =0, que tiene como solucion las
X

siguientes funciones y; = C;e*, y, = C,e™*, donde C; y C, corresponden a cualquier
constante. Se pide, determinar el valor de estas constantes conociendo la siguiente
condicidn inicial.

y(0) =1,y'(0) =2
Al considerar como solucién general a la suma de las dos funciones que se definen como

solucidn para la ecuacion diferencial y = Cye* + C,e™

, realizamos la primera derivada
con el fin de hacer cumplir la condicién inicial, es decir,

y'=Ce* —Cye™ (1)

La expresion (1) al ser evaluado mediante las condiciones iniciales, se obtiene,

y(0) = C1e® + C,e7° =

Ci;+C, =1
y'(0) = Ce® — Cre™® =2
Ci—C,=2
Esto genera sistema de ecuaciones que al ser resuelto nos conduce a lo siguiente:
o2
2
C, =—=
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Valores que al ser reemplazados en la expresién y = C;e* + C,e™*, se obtiene

, 3 1 _
finalmente, y = Eex —se *

3.3. Ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas

3.3.1. Ecuaciones de segundo orden de coeficientes constantes

Este tipo de ecuaciones se presentan en la siguiente forma:
y'+ay' +by=0

Donde a y b representan valores constantes

Para resolver este tipo de ecuaciones se recurre a la siguiente forma auxiliar:
m?2+am+b=0

Lo cual evidencia la representacidon de una ecuacidon cuadrdtica a la cual queremos

encontrar sus raices, para ello empleamos la formula general, con lo cual se obtiene lo

siguiente:

_(-at+Va?-4b)
- 2

Que de manera desglosada corresponde a las siguientes dos raices:

(orfem) = (cafam)

2 2

m

mq —

(2)
Las expresiones (1) y (2) generan los siguientes criterios de busqueda de solucion.
1. Si se tiene un discriminante Va? — 4b positivo entonces m; y m, son reales y

diferentes, por siguiente las soluciones de la ecuacién diferencial seran de la forma:

y, = Ce™%, y, = Ce™¥

2. Si el discriminante Va? — 4b es igual a 0 entonces m, y m, son reales e iguales, por
siguiente la solucion general de la ecuacién diferencial sera de la forma:

y = C;e™ + Cyxe™
3. Si el discriminante Va? —4b es negativo a 0 entonces m,;ym, son raices
imaginarias, por siguiente la solucién general de la ecuacién diferencial sera de la forma:

y1 = Ce™¥,y, = Ce™M¥

y = C;e™* 4 C,e™2%

Perom; = a + fi,m, = a — [i, que reemplazando en la ecuacidn:
y, = Cle(a+[>’i)x’y2 — Cze(a—ﬁi)x
y = Cle(a+[3i)x + Cze(a—ﬁi)x
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Factorizando, se tiene,
y = e%(C,ePi* + C,eFix)
Debemos considerar que: ef™* = cos(fx) + isen(fx) y e P* = cos(Bx) — isen(Bx)
Que al reemplazar en la solucién general se tiene que:
y = e*((Cy (cos(Bx) + isen(Bx)) + C,(cos(Bx) — isen(Bx)))

- (MCOW . Msen(ﬁ,@)

constante constante

Lo cual finalmente puede ser escrito como,
y = e*(; cos(fx) + e**C,sen(fx)

A manera de ejemplo a lo anteriormente sefialado a continuacién se citan algunos
ejemplos.
Ejercicios de aplicacién
1. 8y" +10y' +2y =0
Solucion:
Al expresar la ecuacion diferencial de manera general, se obtiene,
y”+Ey'+ly= 0

4 4
Expresion que, al ser escrita en la forma auxiliar, se tiene,

5 1

2
+2m+-=0
morymTy

Y aplicando la férmula general para encontrar las raices de la funcién, se obtiene,

_(cat Va2 — 4b)

m 2
5 25
a1 !
B 2
5 25 16
_ 2% T6"T6
- 2
5 9
a6
- 2

Hemos obtenido un discriminante positivo, por ello nos encontramos en el primer

Caso.
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5,3
4=
__4—4
m=—
1
m=—7 y m, =-1

Por lo tanto, la solucidn general para el ejercicio propuesto sera:

Sol. y = Cle_%x + C,e™*
2.9y" +30y"+25y =0
Solucidn:
Primero debemos dejar expresada a la ecuacién diferencial de manera general como
sigue,
10 25
y" +?y’ t5Y= 0

Expresando la expresién anterior en su forma auxiliar, se obtiene,

, 1025
mermT g =

Luego, aplicamos la férmula general para encontrar las raices de la funcidn, o sea,

_ (-at+Va?z-4b)
B 2

10 100 100

__i —_—

3 9 9
2

~2 40
2
10

m=—?

Se observa que se obtiene un discriminante igual a 0, por ello nos encontramos en el

m

m =

m =

segundo caso.

5
m=—§

5 5
m1=—§ym2=—§

Por lo tanto, la solucidn general sera:
5, _5,

Sol. y =(Cye 3" + Cyxe 3

3. 5" +10y'+ 10y =0

Solucidn:
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Primero debemos dejar expresada a la ecuacién diferencial de manera general, o sea,
y'+2y'+2y=0

Después la expresamos en su forma auxiliar

m2+2m+2=0

Y aplicando la férmula general para encontrar las raices de la funcidn, se obtiene,

(—ai\/aZ—4b)
m:
2
—2++v4-8
m=———
2
—2+V—4
m=————
2
242
m=—

Se logra obtener un discriminante negativo, por ello nos encontramos en el tercer
caso.

m=-1+i

m=—=1+iym,=-1-—1i

Por lo tanto, la solucidn general sera:

Sol. y = e™C; cos(x) + e *C,sen(x)

Como una variante a los ejercicios anteriormente resueltos, a continuacién, se
presentan algunos en que se logra hallar el valor de las constantes de integracion.

1. Encuentre la solucién general para la siguiente ecuacién diferencial homogénea
2y"" +4y" +y = 0, considerando que y(0) = 1,y'(0) = %
Solucion:

Primero debemos dejar expresada a la ecuacién diferencial de manera general, o sea,

y
y'+2y'+==0
2
Después lo expresemos en nuestra forma auxiliar, o sea,

5 1
m-+2m+-=-=0

2
Aplicando la férmula general para encontrar las raices de la funcidn, se obtiene,
(—a +Va? — 4b)
m =
2
—2+v4-—-2
m=————

2
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_—2+V2
2

Se logra obtener un discriminante mayor que 0, por lo que, nos encontramos en el

m

primer caso, o sea,
(-2++v2) (-2-+2)
m = ——- —_—
! 2 2
Por lo tanto, la solucidn general sera:

(2D (2m3)
y=e 2 C1 +e 2 CZ

y m,

Ahora, al evaluar la expresion anterior mediante las condiciones iniciales, se obtiene lo
siguiente,

y(0) =eC, +e°C, =1

, (—2++2) —2—+2) 1
y'(0) = — e’C, + —( 5 e’C, = >
Esto nos genera un sistema de ecuaciones, o sea,
Cl + Cz = 1

(—2+V2)C, + (-2 -V2)C, =1

Sistema que al ser resuelto nos conduce a lo siguiente,
1 3 1 3

Por lo tanto, la solucidn general sera:

Sol. y = e a % (G+3v2)+ T (G-3v2)

4

2. Encuentre la solucion general para la siguiente ecuacidn diferencial homogénea
4y" + 8y’ + 20y = 0, considerando que y(0) = 2,y'(0) = 2.

Solucidn:

Primero debemos dejar expresada la ecuacion diferencial de manera general
y'+2y"+5y=0

Después lo traducimos a la forma de escritura de la funcién auxiliar
m?2+2m+5=0

Y aplicamos la férmula general para encontrar las raices de la funcion

B (—ai\/az—4b)
m= 2
—2++v4—-20
m =
2
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_ —2++-16
B 2

Hemos obtenido un discriminante menor que 0, por ello nos encontramos en el

m

segundo caso.

(=2 +4i) (—2 —4i)

mET T Y My =

m=—1+2i ymy,=-1-2i

Por lo tanto, la solucidn general sera:

y = e *Cy cos(2x) + e™*C,sen(2x)

Ahora evaluemos las condiciones iniciales para poder hallar el valor de las constantes.
y(0) = e°C; +e°C, x0 =2

y' = —e™*(C; cos(2x) + Cysen(2x)) + 2e7*(C, cos(2x) — C;sen(2x))
y'(0) = —e%(Cy 14+ C, x0) +2e°(C, x 1 —C; x0) =2

Entonces tenemos un sistema de ecuaciones, tal que:

C,=2

—C;+2C, =2

De aqui obtenemos que:

Ci=2y C, =2

Por lo tanto, la solucidn general sera:

y = 2e ¥ cos(2x) + 2e *sen(2x)

—3X encuentre la ecuacidn diferencial a

3. Se tiene como solucién generalay =e* + e
la cual satisfaga esta solucion.
Solucidn:

Podemos darnos cuenta que la solucidn representa el primer caso para coeficientes
constantes; es decir que del polinomio auxiliar han surgido como raices 1y -3, por ello:
(m—-1)(m+3)=0
m?2+2m—-3=0

Y si llevamos esto a la expresion de ecuacion diferencial tenemos que:
y'+2y' =3y =0
4. Empleando Matlab, se pide determinar la funcién solucién de la EDO de coeficientes
constantes siguiente:
y"=3y"+3y'—y=0,y"(0)=3,y'(0)=2,y(0) =1

Solucién
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Desde el menu New, pinchamos en Script, generandose una ventana en donde se
ingresan las diferentes instrucciones a procesar.

Para resolver el problema en referencia se realiza los siguientes pasos:

a. En la ventana del Editor, escribir el siguiente script:

cle

clear all

syms t

yl=dsolve('D3y-3*D2y+3*Dy-y=0','D2y(0)=3",'Dy(0)=2","y(0)=1");

y=simplify(y1);

pretty(y)

b. Guardar con el nombre ejer_3_2 y ejecutar.

En la ventana de comandos se tiene por salida,

>>exp(t)(t + 1)

lo que puede ser escrito como, y = e*(x + 1)

3.3.2 Ecuacion de Cauchy-Euler

La ecuacién de Cauchy-Euler se presenta de la forma x2y" + axy’ + by = 0, donde a
y b se consideran constantes. Para poder hallar la solucién se plantea la siguiente
sustitucién, y = x™, que al ser introducida en la expresidon que la define, se obtiene lo
siguiente,

y' = mx™!

y" = (m-1)mxm?2
Sustituyendo esto en la ecuacién diferencial se tiene:
x2(m — Dmx™ % 4+ axmx™ ! + bx™ = 0
Agrupando por factor comun
xm"(m(m—-1)+am+b)=0

Tenemos que considerar que x™ # 0, por lo que tenemos que igualar a 0 nuestro otro
factor.

mim—-—1)+am+b=0

m?+(a—-1)m+b=0
Al igual que en el caso precedente, tenemos que considerar los siguientes posibles tres

casos de solucion.
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1. Si se tiene un discriminante positivo se obtienen 2 raices reales y diferentes. Se
tiene como solucion general y = C;x™t + C,x™2.

2. Si el discriminante es igual a 0, solo se obtienen 2 raices reales pero iguales. Se tiene
como solucién general y = C;x™ + CyIn(x)x™.

3. Si el discriminante es negativo se obtienen 2 raices imaginarias y diferentes. Se

tiene como solucién general y = x% (Acos(ln(xﬁ)) + Bsen(ln(xﬁ)))

A manera de ejemplo, a continuacion, se desarrollan algunos ejercicios respecto a lo
anteriormente sefialado.

Ejercicios de aplicacién

Encuentre la soluciéon para las siguientes ecuaciones diferenciales.

1. x%y" = 3xy' +3y =0

Solucion:

Primero debemos identificar los valores a y b de la ecuacién y colocarlos en nuestra
ecuacion auxiliar, o sea,

m>+(-3—-1)m+3=0

Luego, se deben hallar las raices de la ecuacidon mediante la férmula general,

_ (-a++a?—14b)
m= 2
4++16 - 12
m=——-——
2

Se obtiene un discriminante positivo que nos permite concluir que estamos frente al

primer caso de solucion, o sea,
414
2

m1=3,m2=1

m

La solucién general sera:

y = Cyx3 + Cyx

2. x%y" +4xy' +2y =0

Solucién:

En primer lugar, se debe identificar los valores a y b de la ecuacién y colocarlos en
nuestra ecuacioén auxiliar, o sea,

m*+(@4-1m+2=0
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Luego, debemos hallar las raices de la ecuacién a través de la formula general.

B (—ai\/az—4b)
m= 2
~3+9-8
mzf

Con ello se obtiene un discriminante positivo, lo cual nos permite concluir que estamos

frente al primer caso de solucidn, o sea,
—3++1
2

m1 = _1,m2 = —2

m =

Finalmente, esto nos conduce a la siguiente solucién general,

Sol. y = Cyx™ 1+ Cpx™2

x%y" +xy'+4y =0

Solucion:

Al identificar los valores de a y b de la ecuacidn y colocarlos en nuestra ecuacidn auxiliar,
se tiene,

m*+(1-1m+4=0

Se hallan las raices de la ecuacidén con la formula general, o sea,

_ (-a++a?—14b)
m= 2
0+vV0-16
m=————
2

Con esto logramos obtener un discriminante positivo que nos permite concluir que nos

encontramos en el primer caso de solucién, o sea,

0tv-16
m=———
2
my=0+2im,=0—2i
a=0;=2

Finalmente, la solucién general sera:

Sol. ¥ = (Acos(In(x?)) + Bsen(In(x?)))

3. x%y" —=3xy' +4y =0

Solucion:

Primero debemos identificar los valores a y b de la ecuacién y colocarlos en nuestra

ecuacion auxiliar, o sea,
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m?+(-3-1)m+4=0

Luego, hallamos las raices de la ecuacién con la férmula general, o sea,

(—ai\/aZ—4b)
m:
2
4+4+16 — 16
m=T

Esto nos proporciona un discriminante positivo, el cual nos permite concluir que

estamos frente a un primer caso de solucién, o sea,

4140
)

m
m=2

Finalmente, la solucién general corresponde a:

Sol. y = x%(C; + C, In(x))

4. x%y" —4xy' +4y =0

Solucion:

Primero debemos identificar los valores a y b de la ecuacion y colocarlos en nuestra
ecuacion auxiliar, o sea,

m*+(—4—1m+4=0

Luego, al hallar las raices de la ecuacidén con la férmula general, se obtiene,

(—aiM)
m:
2
54++V25-16
m=Ty

Hemos obtenido un discriminante positivo, lo cual nos permite concluir que estamos
frente a primer caso de solucidn, o sea,
5++9
2

m=4m,=1

m

La solucién general sera:

y = Cix* + Cyx

5. Empleando Matlab, se pide determinar la funcién solucién de la EDO siguiente:
x3y"" +16x2%y" + 79xy + 125y = 0,y"(0) = 1,y(0) = 0,y(0) = 0

Solucién
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Desde el menu New, pinchamos en Script, generandose una ventana en donde se

ingresan las diferentes instrucciones a procesar.

Para resolver el problema en referencia se realiza los siguientes pasos:

a. En la ventana del Editor, escribir el siguiente script:

cle

clear all

syms t

yl=dsolve('t"3*D3y+16*t"2*D2y+79*t*Dy+125*y=0','D2y(2)=1','Dy(2)=0',...
'y(2)=0');

y=simplify(y1);

pretty(y)

b. Guardar con el nombre ejer_3_ 3y ejecutar.

En la ventana de comandos se tiene por salida,

>>t sin(3 log(t) - log(8)) 32 - t cos(3 log(t) - log(8)) 96 + 192

5
15t
lo que puede ser escrito como,

1
y = Ex‘5(32x sen(3log(x) —log(8)) — 96x cos(3log(x) — log(8)) + 192

Ejercicios propuestos

1. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales utilizando el método adecuado.
a. y'+y —2y=0 Sol.y=Ce ?*+ C,e*

b.y" +4y' =3y =0 Sol.y=Ce(2"Vx 4 C,e(-2-V7)x

1 1
c. v'+y' + iy =0 Sol.y=Ce 2+ Cxe "

(-9+v21) (-2-v21)
d.3y"+9y'+5y=0 Sol.y=Ce 6 “+Ce 6

e.y'+y'+y=0 Soly-= ez (Clcos\/z—gx + Czsen\/z—gx)
f. y"+2y"+2y=0 Sol.y=e"*(Cicosx + C,senx)

g. x?y" +4xy" +3y=0 Sol.y=Cx3+ %

h. x2y"" —2xy" —7y =0 Sol.y = x%(Cl + C, In(x))

i. x2y"+xy'—6y=0 Soly=Cx*+ %
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j.o x2y" +xy'+4y =0 Sol.y = C;cos(21In(x)) + Cysen(21In(x))

2. Para cada literal anterior encuentre el valor de las constantes considerando las
siguientes condiciones iniciales:

a. y(0) =2;y'(0) = 4

b. y(0) =2 +7;y'(0) =7

c. y(0)=3;y'(0)=1

d. y(0) = 6;¥'(0) =

1
6
e. y(0) =m;y'(0) =3
fy(0) =;my'(0) =
g y()=2;y'(1)=-2
h.y(D) =2y (1) =e
i. y() =5y (1) =5
iy =my (3)=n
3.4. Ecuaciones de orden arbitrario con coeficientes constantes
Anteriormente habiamos aplicado este método en ecuaciones diferenciales de segundo
orden, pero también podemos aplicarlo cuando nos encontremos con ecuaciones de
tercer, cuarto, quinto orden, y asi sucesivamente. Situacién que presenta una facilidad
en la solucion de ecuaciones diferenciales de orden superior con coeficientes
constantes, tal como se ilustra en los siguientes ejemplos.
1. Silogramos obtener raices reales e iguales, la solucion quedara de la forma:
y = e™(Cy + Cyx + Cax? + -+ + Cpx™™1)
2. Silas raices son reales y diferentes, la solucidn se expresa de la forma:
y = Cie™* + Cre™2* + .- 4 Ce™n*
3. Si se obtienen raices con multiplicidad y otras no, es decir si se llegara a tener un
numero de raices tanto iguales como diferentes la solucién se expresaria asi:
Supongamos que se obtienen 4 raices de las cuales:
m;=my, =myg +my
Entonces, la solucién corresponde a:
y = e™(Cy + Cyx + C3x?%) + C,e™*
4. Silas raices son complejas para cada par conjugado la solucién es:

y= e“x(Acos(ﬁx) + Bsen(ﬁx))
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Pero si hay mds de un par conjugado, entonces el otro deberia quedar asi:
y = xe™(Acos(Bx) + Bsen(Bx))
A continuaciodn, se resuelven algunos ejercicios respecto a lo anteriormente sefialado.
Ejemplos:
1. Encuentre la solucién para:
a.y"+y"+y' +y=0
Solucidn:
Expresamos la ecuacion diferencial con ayuda de la funcién auxiliar, o sea,
mi+m>+m+1=0
Obteniéndose las raices del polinomio de grado tres como sigue,
m =1 my=i mg=-—i
Recordando cada uno de los casos, podemos determinar que la solucién deberia ser la
siguiente:
Sol. y = C,e* + (Acos(x) + Bsen(x))
b.y" —4y" +y" ' +6y =0
Expresamos la ecuacion diferencial con ayuda de la funcién auxiliar como sigue,
m3—4m?+m+6=0
Se obtienen las siguientes raices del polinomio de grado tres,
m=-1 my=2 my=3
Recordando cada uno de los casos, podemos determinar que la solucidn deberia de
guedar de la siguiente manera:
Sol. y = Cie™ + C,e?* + C5e3*
c. 2y"" —=2y" —10y' -6y =0
Expresamos la ecuacion diferencial con ayuda de la funcién auxiliar como sigue,
2m3 —-2m? —-10m—-6=0
Se obtienen las siguientes raices del polinomio de grado tres, o sea,
m;=m, =-1 my=3
Recordando los diferentes casos de solucion, podemos determinar que la solucidn
corresponde a la siguiente,
Sol. y = e *(C; + Cyx) + C5e3*
d. y" =2y —y" + 2y =0
Expresamos la ecuacidn diferencial con ayuda de la funcidn auxiliar, o sea,
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m®>—2m*—m?2+2=0

Obteniéndose las siguientes raices del polinomio de grado tres, o sea,
m=1my=-1 myg=2 my=1i mg=—I

Recordando cada uno de los casos de solucién, podemos determinar que la solucién
corresponde a,

Sol. y = Cie* + Cre™ + C3e%* + Asen(x) + Bcos(x)

d.yP—y=0

Expresamos la ecuacion diferencial con ayuda de la funcion auxiliar, o sea,
m*t—-m=0

Se obtienen las siguientes raices del polinomio de grado tres, o sea,

m =1 my=-1 mg=i my=-—i

Recordando cada uno de los casos de solucion, podemos determinar que la solucién
deberia de quedar como sigue:

Sol. y = C;e* + C,e™ + Asen(x) + Bcos(x)

e. YW —4y"" +6y" —4y' +y =0

Expresamos la ecuacion diferencial con ayuda de la funciéon auxiliar, o sea,
m*—4amd+6m? —4m+1=0

Obtenemos las raices del polinomio de grado tres como sigue,

mp=my,=mz3= my=1

Recordando cada uno de los casos de solucion, podemos determinar que la solucién
finalmente sera:

Sol. y = e*(Cy + Cpx + C3x? + Cyx3)

Ejercicios propuestos

1.y" —y" =3y —y =0 Sol.y=Cre*+ Ce(1+V2x 4 C,e(1-V2)x
2.y" =2y"—y'=0 Sol.y=C;+Ce ™+ Cze3*

3. V" +4y" +4y' =0 Sol.y=C;+ e 2*(C, + C3x)

4.y +2y"+y =0 Sol.y = (C, + C3x)cosx + (C, + C4x)senx

5. 9% +3y" —4y =0 Sol.y=Ce* + (e + C3c05(2x) + Cysen(2x)
6. 2y"" —y" =2y =0 Sol.y=_Ce*+Che™+ Cgeg

7. 9"+ 2y" +10y" +y ' + 10y =0 Sol.y = C;e™?* + C,cos(x) + C3sen(x) +
e*(C4cos(2x) + Cssen(2x))
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8. yV —14y" +y=0 Soly = Ce*V3* 4 C,e(2V3)x 4 ¢, e(-2+3)x |
C,e(-2V3)x

3.5. Ecuaciones diferenciales no homogéneas de segundo orden

La expresidn general para representar una ecuacion no homogénea es la siguiente:
'+ )y +g(x)y =r(x)

Donde las funciones que acompanan a la primera y a la segunda derivada son
constantes, este tipo de planteamiento nos sugiera una relacién entre:

a. y'+f)y' +gy=rx) y b y'+fx)y +g9x)y=0

Esto hace que puedan surgir dos posibles soluciones para el ejercicio, para el primer caso
surgird una solucion particular la cual denotaremos como y,, y para el segundo caso una
solucién general que se denota yj,.

Pero como bien sabemos nosotros que “la suma de dos soluciones de la misma ecuacién
diferencial también es soluciéon (principio de superposicion)”, por ello la solucién final
seray = yp + Yp-

Demostracion:

Y =Yht ¥

y'=yn v

Reemplazamos en la ecuacion diferencial no homogénea, o sea,

Vi + Yy OO+ 3p) + 9O +¥p) =7(x) (1)

Y reordenando la expresién (1) como sigue, se obtiene,

r + f@yr + gyn) + ' + Fyp + g()yp) =1(x)

Existen dos métodos para poder encontrar la solucion particular de una ecuacidn
diferencial no homogénea.

3.5.1. Método de coeficientes indeterminados.

El cual basicamente consiste fundamentalmente en intuir la forma de la solucion
particular, a manera de ejemplo se tiene lo siguiente:

1L.y"+xy'(x)+y=3x+4

El método propone que la solucion particular sea de la forma:

y=Ax+B

El cual es un polinomio de primer grado al igual que r(x), luego, se deriva la solucién

propuesta, quedando lo siguiente,
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y' =4

Luego, se reemplaza en la ecuacion diferencial propuesta, obteniéndose,
0+Ax+Ax+B=3x+4
Se consideran los términos iguales (términos analogos), se obtiene lo siguiente,
2Ax = 3x
B =4
Por lo tanto, se tiene que,
A= § y B=4
2
Y finalmente, la solucidn particular de la ecuacion diferencial correspondiente sera:
Sol. y, = %x +4
2.y"+3y=e*+x+1
Considerando el ejercicio anterior, se observa lo siguiente:
El método considerado nos propone como solucion particular,
yp = Ae** + Bx 4+ C
Expresion que al derivarse nos conduce a,
y' =24Ae** + B
y'" = 44e%*
Las mismas que al ser reemplazada en la ecuacién diferencial inicial, proporciona lo
siguiente:
44e%* + 3(Ae* +Bx+C) =e** +x+1
Con esto tenemos que,
7Ae?* = Ae?*
3Bx = x
3C=1
Para llegar finalmente a la siguiente solucién particular de la ED propuesta,
Sol. y, = %ezx + gx +§
3. Encuentre la solucién general de la ED, y" 4+ y' — 2y = (6x + 2) + 20cos(x)
Se propone la siguiente solucién particular,
y = Ax + B + Ccos(x) + Dsen(x)

Expresidn que al derivarse nos conduce a,
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y' = A — Csen(x) + Dcos(x)
y" = —Ccos(x) — Dsen(x)
Luego, se reemplaza en la ecuacion diferencial propuesta, obteniéndose,
—Ccos(x) — Dsen(x) + A — Csen(x) + Dcos(x)

— Z(Ax + B + Ccos(x) + Dsen(x)) = (6x + 2) + 20cos(x)
Se agrupan los términos semejantes, con lo cual se obtiene,
cos(x) (=C+ D —2C) + sen(x)(—D — C — 2D) + x(A — 2A) — 2B

= (6x + 2) + 20cos(x)

Expresion que al analizarse por analogia de términos nos genera un sistema de

ecuaciones
—-3C+D =20
—-3D-C=0
—A =

—2B =

Que al ser resuelto nos proporciona los siguientes valores de las constantes,

A=—6

B=-1
C=-6
D=2

Quedando, asi como solucion particular la siguiente expresion:

Yp = —(6x + 1) — 6 cos(x) + 2sen(x)

Pero el ejercicio no termina aqui puesto que se nos pide ademas la solucién general de
la ecuacién. Entonces, debemos de tratar a la ecuacién diferencial no homogénea
como si lo fuera, o sea,

y'+y' =2y=0

Y recurriendo a los conceptos ya visto anteriormente, se tiene lo siguiente,
m?24+m-2=0

(m-1)(m+2)=0

Logrando como resultado el siguiente:

my=1m, = -2

Por lo que la solucién homogénea corresponde a:

y = Ce* + Ce™%*
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Finalmente, para lograr la solucidén general se suman ambas soluciones obteniéndose
como solucion final,

Sol. y = C,e* + C,e™%* — (6x + 1) — 6 cos(x) + 2sen(x)

4. Encuentre la solucién general de laED, y"” +3y' +y = (3x + 6)e*

Solucidn:

Para este tipo de ejercicios se debe plantear como solucidn particular:

y = x(Ax + B) e*

Entonces derivamos la solucién propuesta, o sea,

y' = e*(Ax? + Bx + 2Ax + B)

y" = e*(Ax% + Bx + 2Ax + B + 24x + B + 24)

Sustituyendo en la ecuacién diferencial dada, se tiene:

Ax? + Bx + 4Ax + 2B + 2A + 3(Ax? + Bx + 2Ax + B) + x(Ax + B) = 3x + 6
x2(54) + x(104 + 5B) + (5B + 24) = 3x + 3

Como no hay termino en x2, enr(x)

A=0
5

B=3

Y por tanto, la solucién particular queda asi:
5 X

y = §xe

Llevando a una ecuacién auxiliar se tiene lo siguiente:
m?2+3m+1=0

Aplicando la férmula general

(—a £ Va% —4b)

m =
2

—-3+v9—-4

m=-——
2
Que nos conduce a las siguientes raices,
_—3+V5  -3-+5
my, = 2 yMy = 2
Luego, la solucién general es:
-3+V/5 —3-V5_

y=Ce 2 *“+Ce 2
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Y, finalmente se da por concluido el ejercicio con la suma de la solucién general y

particular, o sea,

-3+/5 -3-V5
y==Ce 2 “+Ce 2

5. Encuentre la solucién generalde y""' +y" +y ' +y =x2+2x — 2
Solucion:

Para este tipo de ejercicios se debe plantear como solucién particular:
y=Ax*+Bx+C

Entonces al derivar la solucién propuesta, se obtiene,

y' = 2Ax+ B
y'" =24
yIII — 0

Lo cual, sustituyendo en la ecuacidn diferencial se obtiene,
2A+2Ax + B+ Ax*+Bx+ C =x%+2x — 2

Generdndose el siguiente sistema de ecuaciones:

A=1
2A+B=2
C+B=-2

Que al ser resuelto proporciona los siguientes valores de las constantes respectivas,
A=1

B=0

C=-2

Y por tanto, la soluciéon particular queda expresada como sigue:

y=x2-2

Transformando la ED a una ecuacion auxiliar se tiene,

m3+m?24+m+1=0

Donde se obtienen como raices:

m=-1,i,—i
Por lo tanto
my = _1,m2 = i,m3 =—i

La solucién homogénea es:

y = Cie ™ + Cycosx + C3senx
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Para luego finalmente dar por concluido el ejercicio con la suma de la solucién
homogénea y particular, esto es,

y = Cie™™ + Cycosx + Cysenx + x% — 2

6. Encuentre la solucién general de y¥ — 3y"” + 2y’ = 6x(x + 3)

Solucidn:

Para este tipo de ejercicios se debe plantear como solucidn particular:

y =x(Ax? + Bx + C) = Ax3 + Bx? + Cx

Entonces al derivar la solucion propuesta nos conduce a,

y' = 3Ax* +2Bx + C

y" = 6Ax + 2B
yIII — 6A
yiv =0

Luego, al sustituir en la ecuacion diferencial se tiene,
—184x — 6B + 6Ax? + 4Bx + 2C = 6x(x + 3)

Lo cual genera un sistema de ecuaciones tal que:

A_1
3

20—6B=0
—184+4B =18

Obteniéndose los siguientes valores de las constantes,

A_1
3

B=4

C=12

Asi como solucidn particular la siguiente:
1 2
yzx(gx +4x+12)
La ED propuesta puede ser escrita de manera auxiliar como sigue:

m*—-3m?+2m=0

Donde se obtienen como raices,

m=20,1,1,-2
Por lo tanto
m=—-0m,=-2my;=my=1

La solucién homogénea es:
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y =Cy +e*(C3 + cyx) + Cre™*
Por lo tanto, finalmente se da por concluido el ejercicio con la suma de la solucién

homogénea y particular, eso es,
1
y=C,+e*(C3+ cyx) + Cre™** + x (§x2 + 4x + 12)

7. Empleando Matlab, se pide determinar la funcidn solucién de la EDO siguiente:
y'=2y'=3y=¢e*—xy'(0)=1y(0) =1

Solucion

Desde el menu New, pinchamos en Script, generandose una ventana en donde se
ingresan las diferentes instrucciones a procesar.

Para resolver el problema en referencia se realiza los siguientes pasos:

a. En la ventana del Editor, escribir el siguiente script:

clc

clear all

syms t

yl=dsolve('D2y-2*Dy-3*y=exp(t)-t','Dy(0)=1","y(0)=1");

y=simplify(y1);

pretty(y)

b. Guardar con el nombre ejer_3_4 vy ejecutar.

En la ventana de comandos se tiene por salida,

>>t 7 exp(-t) exp(3t)43 exp(t) 2
-+ + - --
3 8 72 4 9

lo que puede ser escrito como,

T L 8 2
—8% T3¢ T7¢ T3

Ejercicios propuestos

A. Encuentre la solucién particular de las siguientes ecuaciones diferenciales no
homogéneas.

1. y" —4y' +4y =12x> —40x + 42 Sol.y =3x*—4x+5

2. y" =5y +4y = (12x — 5)e™ Sol.y = x(2x — 3)e**

3. y" + 4y = 16sen(2x) + 12 cos(2x) Sol.y = 3xsen(2x) — 4xcos(2x)
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4. y" +y' —12y = 8e* + 7e3* Sol.y = —%e‘x + xe3*

5.9"+2y"+2y=2(x+1)? Soly=x*+1

2

6. y"—y ' =x+1 Soly= —%—x

7. yY +y" =48x%2 +40 Sol.y = x?(x? + 2)

8. y" + 4y =xe?* Soly= %(x -1

9. y" + 4y = 4sen(2x) Sol.y = —xcos(2x)

10. y" =2y’ =12x + 10 Sol.y = —3x% + 2x

11. y" —4y" + 4y = —80sen(3x) — 23cos(3x) Sol.y = 4sen(3x) — 5cos(3x)
12. y"+y' =2y =2x Sol.y=—x—%

13. y" +y' + 4y = 2sinh(x) Sol.y = % - eT-x
14. y" —2y' 4+ 5y =25x> + 12 Sol.y =5x*+4x+2

15. y" + 5y’ + 6y = 10(1 —x)e™?* Sol.y = xe™?* (5x + 20)

2_
16. y" —3y'+2y = (xz + x)e3x Sol.y = @3 (% + é)

17. y" —y" +y' —y =4senx Sol.y = %(cosx — 3senx)
18. y"' —y =8e ¥ + x3 — 2x Sol.yzge‘zx—x3 — 4x
19. y"' —y' =e*senx Sol.y = —%(cos(x) + sen(x))

20. yV+4y"" =e* +3sen(2x) +1 Sol.y = % + g + z—zsen(Zx)
B. Encuentre la solucién general de las siguientes ecuaciones.
1. y" +vy' —2y = —6(sen2x + 3cos2x),y(0) = 2, y'(0) = 2 Sol.y = —e™2* + 3cos2x
2. y" +y=—60sen4x,y(0) =8, y'(0) =14 Sol.y = 8cos(x) — 2sen(x) + 4sen(4x)
3.5.2. Método de variacion de parametros.
Este es un método mads general que el de coeficientes indeterminados, recordando que
este Ultimo presentaba una multitud de casos.
Supongamos que se tiene una ecuacion diferencial homogénea.

y'+ )y +g9(x)y =0
Cuya solucidn es:

y =0y + Gy,

Entonces sabemos que existen dos soluciones linealmente independientes, por lo que si

el Wronskiano entre estas dos funciones seria diferente de 0. Tomando en cuenta esto
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se propone que los valores constantes que acompafian a las soluciones sean ahora
funciones en x.
y =ui(x)y; + up(x)y;
Ademas, se deja como condicién que:
ur ()yr + ug(x)y, =0
Demostracion:
Derivamos la solucidn obteniendo asi
Y =ui(0yr + uz(0)yz + ug (0)y's + u ()Y,
Y =u ()Y’ +u(0)y';
Yy =ui()y's +up(0)y'z + ur ()yi + up(x)ys
Y se reemplaza en la ecuacion diferencial
w ()Y +up (0y's + ui ()1 +up (Dyy + F) (e ()Y + uz(x)y’,)
+ 90 (U (D1 + uz(0)y2) = r(x)
Agrupamos a conveniencia

w (v’ + )y, + g()ys)
igual a0

=7r(x)
u (0)y's +upy(0)y'; = r(x)

Por lo que se tiene un sistema de ecuaciones con 2 incdgnitas, o sea,

w, (yy + F)y', + g(x)y,)
igual a0

u (x)y'y + +uy(x)y', +

u (0)y +uz(x)y, =0

ui(0)y'y +up(x)y'z = r(x)

El determinante As del sistema es:
3’} 3’%|

yi Y2

Tomando esto en cuenta y aplicando la Regla de Cramer, se tiene que:

As=|

_ @y, ) = r()y:
W(y,y2)' 2 Wy, y2)

Por lo tanto

u (x) =

r(x)y, w, (%) = T(x)y1
W1,y2)' 2 Wy, y2)

Y de esa manera se puede encontrar la solucion particular.

u(x) = -

Ejercicios de aplicacién

1. Encuentre la solucién general para x2y"" — 3xy’ + 4y = 7x*.
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Solucion:

Intentemos hallar la solucion homogénea de la ED,

x%y" —3xy' +4y =0

Recurrimos a una ecuacién auxiliar, donde aplicaremos el método de Cauchy — Euler.
m2+(-3—-1)m+4=0

Obteniéndose las raices de la ecuacion, my = 2,m, = 2

Entonces la solucién homogénea es:

Vi = C1x% + Cyx%In(x)

Para encontrar la solucion particular debemos obtener el Wronskiano, o sea,

W= x?  x%In(x)
T 2x x + 2xin(x)

W =x3 + 2x3In(x) — 2x3In(x) = x3

Ahora, debemos reemplazar los valores en la expresién para obtener la solucion

particular,
L) = — [ L8
! Wy, y,)
7x%x?
w60 = - [ 5 dx
uy (x) = _ZX4
r(x)y,
u,(x) = | —————
2 W(y1,¥2)

U, (x) :f7x4x2 In(x)dx

3
7

Uy (x) = —x*(41In(x) + 1)
16

Por lo tanto, la solucion particular quedara:

Yp = U (X)y; + ux(x)y-

= L x8In(x) (4In(x) + 1) — 22
Yp = 16x n(x n(x 4x

Y la solucién general, que es la suma de la solucién particular y homogénea,

corresponde a:

Sol.y = £x6 In(x) (4In(x) + 1) — 2x6 + C1x% + Cox%In(x)
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2. Encuentre la solucién general para x2y"” — xy’ — 20y =9

Solucidn:

Intentemos hallar la solucion homogénea de la ED,

x%y" —y' =20y =0

Recurrimos a la forma de ecuacion auxiliar donde aplicaremos el método de Cauchy —
Euler.

m?2+(-0—1)m—-20=0

Obteniéndose las siguientes raices de la ecuacioén,

m; =5m, = —4

Luego, la solucion homogénea es:

yn = C1x° + Cpx™*

Para encontrar la solucién particular debemos obtener el Wronskiano
x5 xt

w = 4 -5
5x* —4x

W=—-4-5=-9

Ahora, debemos reemplazar los valores en la expresidon para obtener la solucién

particular, o sea,

) = - [ o
wy (%) = —jg_—jidx,
(%) = %x6

u, (x) = j 9:4 dx

1y (%) = —%x“g

Por lo tanto, la solucidn particular quedara:

Yp = U (X)y; + uz(x)y,
1 1
Vp = gx“ —3¥

Y la solucidn general, que es la suma de la solucidn particular y homogénea,

7

Sol.y = %xll — gx‘7 + Cyx° + Cox™*
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3. Encuentre la solucién general de y"' + 2y’ + 2y = e™*

Solucion:

Intentemos hallar la solucion homogénea de la ED,

y'+2y'+2y=0

Recurrimos a la forma de la ecuacién auxiliar, donde aplicaremos el método de
coeficientes constantes, o sea,

m?2+2m+2=0

Aplicando la férmula general, se tiene,

(—aiM)
m= 2
(~2+Vi=8)
m= 2
(220
e

Obteniéndose las raices de la ecuacidn, o sea,
m=-1+im,=-1—1

Luego, la solucion homogénea es:

yn = e *Acos(x) + e *Bsen(x)

Para encontrar la soluciéon particular recurrimos al desarrollo del Wronskiano, o sea,

W = e * cos(x) e *sen(x)
~ |—e *cos(x) — e *sen(x) —e ¥sen(x) + e ¥ cos(x)
W = —e~?*sen(x) cos(x) + e ?*cos?(x) + —e **sen(x) cos(x) + e"**sen?(x)

— e—Zx

Ahora, debemos reemplazar los valores en la expresidén para obtener la solucidn

particular
_ r(x)y>
= Wy,
0 (x) = — f e X % Z:;‘xcos(x) dx.
Uy (x) = —sen(x)
w = [ s
1y (x) = f e~ X % Z:’;:en(x) .
u,(x) = —cos(x)
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Por lo tanto, la solucidn particular quedara:

Vp = u (X)y;, + uz(x)y,

yp = —e ¥ cos(x)sen(x) — e sen(x) cos(x)

Y la solucién general, que es la suma de la solucién particular y homogénea,
corresponde a,

Sol. y = —2e *sen(x) cos(x) + e *A cos(x) + e *Bsen(x)

4. Encuentre la solucién generalde y"' — 4y = 8

Solucion:

Intentemos hallar la solucion homogénea de la ED,

y"'—4y =0

Recurrimos a la forma de la ecuacion auxiliar, donde aplicaremos el método de
coeficientes constantes, o sea,

m2—4=0

Obteniéndose las raices de la ecuacion,

m; =2,m, =—2

Luego, la solucion homogénea es:

yn = Cie?* + Ce™%*

Para encontrar la solucion particular debemos obtener el Wronskiano, o sea,

2x —-2x

_le e
Zer _Ze—Zx

W=-2-2=—4

Ahora, debemos reemplazar los valores en la expresion para obtener la solucién

particular
uy (x) = — r(x)y,
! Wy, y2)
8 * er
uy (x) = —j_—4dX,
u; (x) = e**
r(xX)y,
Uy () = | >
2 W1, y2)
8 * e—2x
uz(x) = f_—4dx
uy (x) = e™2*

Por lo tanto, la solucidn particular quedara:
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Yp = U (X)y; + uz(x)y,

Yy = et 4 o~

Y la solucién general, que es la suma de la solucién particular y homogénea,
corresponde a,

Sol. y =e* + e ™ + Cie?* + Cre™%*

5. Encuentre la solucion general para y’’ + 4y = 4cos(2x), ademas utilice las siguientes

condiciones iniciales para hallar los valores constantes: y(0) = 1, y’ (g) =0

Solucidn:

Intentemos hallar la solucion homogénea de la ED,

y'+4y=0

Recurrimos a una ecuacién auxiliar, donde aplicaremos el método de coeficientes
constantes, o sea,

m2+4=0

Obteniéndose las raices de la ecuacidn que siguen:

my = 2i,m, = —2i

Entonces la solucién homogénea es:

yn = Acos(2x) + Bsen(2x)

Para encontrar la solucion particular debemos obtener el Wronskiano, o sea,

_ | cos(2x) sen(2x)
"~ |—2sen(2x) 2cos(2x)

W = 2cos?(2x) + 2sen?(2x) = 2
Ahora, debemos reemplazar los valores en la expresidn para obtener la solucidn

particular, o sea,

0y (x) = _]T(X)}’z’

2
0 () = — f 4cos(2x)2* cos(2x) dx.
U (x) = —x — Zsen(4x)
_ r(x)y1
ua(0) = W(y1,y2)
1y (x) = f 4cos(2x)2* sen(2x) dx
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1
u,(x) = —Zcos(4x)
Por lo tanto, la solucidn particular quedara:

Yp = U (X)y; + uz(x)y,
1 1
Yp = cos(2x) (—x — Zsen(é}x)) ~2 cos(4x)sen(2x)
Y la soluciéon general, que es la suma de la solucidn particular y homogénea, corresponde a,

y =cos(2x) (—x — %sen(élx)) - %cos(4x)sen(2x) + Acos(2x) + Bsen(2x)

Ahora evaluemos las condiciones iniciales,

y(0) =1
1 1

1 = cos(0) (—0 — Zsen(O)) — Zcos(O) sen(0) + Acos(0) + Bsen(0)
1=A

s
v'(3)=0

3
y' = 2xsen(2x) — cos(2x) + Ecos(6x) — 2sen(2x) + 2Bcos(2x)
3
0 = msen(m) — cos(m) + Ecos(6n) — 2sen(2m) + 2Bcos(2m)
3

0=—1+5+2B

——_=B
4

Por lo tanto, la respuesta final es:

Sol. y =cos(2x) (—x — isen(4x)) - icos(4x)sen(2x) + cos(2x) — isen(Zx)
6. Empleando Matlab, se pide determinar la funcién solucion de la EDO siguiente:
y'—2y'=3y=e"-xy(0)=1y(0) =1

Solucién

Desde el menu New, pinchamos en Script, generandose una ventana en donde se
ingresan las diferentes instrucciones a procesar.

Para resolver el problema en referencia se realiza los siguientes pasos:

a. En la ventana del Editor, escribir el siguiente script:

clc

clear all
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syms t
yl=dsolve('D2y-3*Dy+2*y=exp(3*t)/(1+exp(t))');
y=simplify(y1);
pretty(y)
b. Guardar con el nombre ejer_3 5y ejecutar.
En la ventana de comandos se tiene por salida,
>> exp(t)(Ca+log(exp(t)+1)-exp(t)+C3exp(t)
+ exp(t)log(exp(t)+1))
lo que puede ser escrito como,
y=e*(1+e¥)(In(1 +e*) — 1) + Cie* + C,e?*
Ejercicios propuestos
A. Encuentre la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales.
1. x%y" —4xy' + 6y = % Sol.y = é + C1x?% + Cyx3
2. y" +y=sec’(x) Sol.y=sen(x)In(tg(x) +sec(x)) —1+ C;sen(x) +
C,cos(x)

e3%
1+eX

3.y" =3y +2y= Sol.y =e*(1 +e*)(In(1 + e*) — 1) + C,e* + C,e?*

4. x*>y" + xy' +y = sec(In(x)) Sol.y = sen(In(x))(In(x) + C;) +
cos(In(x))(In(cos(In(x)) + C,)

5.y" —3y" + 2y =12e* + 24x*> Sol.y = C; + C,e** + C3e* — 9™ + 4x3 —
6xe?* + 30x% + 54x + 51

6. y" + 16y = 17e** — 8sen(4x) Sol.y = Acos(4x) + Bsen(4x) + xcos(4x) + e*
7.9 —4y' + 4y =6e* + x Sol.y = e?*(Cy + Cx + 3x2) +%+%x

8. x*y 4+ 5x3y"" 4+ 7x%y" + 8xy’ =1In(x) — In(x)? Sol.y =C; + % +

x(63 cos(21In(x)) + Cysen(2 ln(x))) - %ln(x)3 + %ln(x)2 - fTP’Sln(x)

B. Utilice las condiciones iniciales para obtener la soluciéon de las siguientes ecuaciones

diferenciales.

1. x%y" —xy' = 6x3sen(x) y(0)=0,y’ (g) =7
Sol.y = 6 + x? — 6xsen(x) — 6¢cos(x)
2.y —4y =4x%e?* y(0)=0,y'(0) =0
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Sol 1 “ax o x3 x2+x 1
ol.y =—=—e e l=————+=-—=—=
Y =32 348 32
3.6. Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden
A. Osciladores

El movimiento armodnico simple se rige por la siguiente ecuacién:

d?x "
m——s = —kx
dt?
Despejando la segunda derivada se tiene:
d?x k
—_ ——X
dt? m

k
Consideramos — = a?, para evitar complejidades, la solucién de la ecuacién se
m

plantea como sigue:
x = C; cos(at) + Cysen(at)
Tomando esta como la representacién de la posicidn con respecto al tiempo podemos

también considerar que:

La amplitud estd dada por x = /C? + CZ

27

El periodo T = — [s]

1

. a
La frecuencia f = vl b

Caso 1. Movimiento amortiguado (oscilacién libre). Tiene como ecuacion diferencial:

dzx_ " bdx
Maez = 7 dt

O bien expresado de otro modo puede ser:

d?x N k N b dx 0

_— —X — —

dt> m m dt

Ahora debemos tomar las siguientes consideraciones

. b K
Considerando, 2n =—, y a? = —.
m m

Y reemplazando esto en la ecuacién diferencial, se tiene,
d?x o dx
— n_
dt? dt

Lo cual, expresandolo como una ecuacién auxiliar, nos conduce a:

+a’x =0

m?+2nm+a?=0

107



CAPITULO 1l ECUACIONES DIFERENCIALES

De donde surgiran 2 raices, que como bien hemos visto anteriormente representaran
distintos casos.
m=-n+ m

1. Si el discriminante es positivo entonces la solucién sera de la forma x = C;e™* +
C,e™2t, 3 este caso también se lo conoce como sobre amortiguado.

2. Si el discriminante es igual a 0 entonces la raiz tendra multiplicidad 2 y por lo tanto la
solucién serd x = C;e™ + C,e™, a este caso también se lo conoce como
criticamente amortiguado.

3. Sieldiscriminante es negativo entonces la solucién sera de la forma x = e“t(A cos(ft) +
Bsen(ﬁt)). A este caso también se lo conoce como subamortiguado.

Caso 2. Oscilaciones forzadas

Parecido al movimiento amortiguado con el Unico cambio es que el sistema se ve

intervenido por accién de una fuerza que estd en funcién del tiempo, la cual se

introduce dentro de la ecuacidn diferencial de la siguiente manera:

d’x bdx k

P-I_EE-I_EJC = F(t)

Parece algo preocupante la situacién en la que nos encontramos, pero no lo es; si
prestamos atencién es una ecuacién no homogénea de segundo orden, quiere decir
gue tenemos que encontrar la solucidn particular y homogénea, pero para ello ya
hemos estado aprendiendo los procesos para lograrlo.

Ejemplo:

1. A un resorte se le cuelga una masa de 2 kg, a este mismo se vio que se pudo estirar

40 cm al aplicarle 4 N de fuerza. Si se deja solo al sistema analizar:

a) El movimiento en caso de que no haya rozamiento con el aire.

b) En caso de que exista, y este sea 2v/5 %.

. . . . dx . .
c) Siahora el rozamiento disminuye a 2 il aparte del rozamiento exista una fuerza

de F(t) = 40 sen(2t).
Tomando en cuenta el primer caso nuestra ecuacién diferencial seria:

d?x k

— x
dt? m
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Conocemos que el valor de k esta dado por la fuerza que genera el pequefio
estiramiento del resorte, entonces, k =§ = 10, obteniéndose,
x"+5x=0
De solucién, x = C; cos(V/5t) + C,sen(V5¢)
Para el literal b tenemos que tomar en cuenta que existe una resistencia, por lo que la
ecuacion quedara:
2
% = —5x — 2\/3%
x" +2V5x' +5x =0
Lo llevamos a nuestra ecuacion auxiliar
m2+2nm+a?=0
Por lo cual se obtiene,
2n =25
n=+5

Aplicando la formula

m=-n+ m

m=-5++v5-5

m= -5

x = e 5(Cy + Cyt)

Finalmente, para el ultimo literal se explica que existe una fuerza en funcién del
tiempo.

x" 4+ 2x" 4+ 5x = 40sen(2t)

Aplicamos el mismo proceso anteriormente descrito, o sea,
m=-n++n?—a?

m=-1+V-4

Por lo tanto, la solucién homogénea sera:

yn = e t(Acos(2t) + Bsen(2t))

Ya tenemos la solucién homogénea de la ecuacién, solo nos queda la particular, por
ello aplicaremos el método de los coeficientes indeterminados, o sea.

x = Acos(2t) + Bsen(2t)

x' = —2Asen(2t) + 2Bcos(2t)
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x"" = —4Acos(2t) — 4Bsen(2t)

Reemplazando en la ecuacidn diferencial se tiene

—4Acos(2t) — 4Bsen(2t) — 4Asen(2t) + 4Bcos(2t) + Acos(2t) + Bsen(2t)
= 40sen(2t)

Generandose asi un sistema de ecuaciones tal que:

4B—-3A=0

—4A — 3B =40

Quedando como solucidn al sistema planteado los siguientes valores de las constantes,

32 24
A=-2p=_2
5 5

Luego, la solucidn particular corresponde a,

32 24
Vp = —?cos(Zt) — ?sen(Zt)

Y finalmente como solucién general:

Sol. y = e‘t(Acos(Zt) + Bsen(Zt)) — %cos(Zt) — %sen(Zt)

Otro ejemplo de aplicacién del sistema masa-resorte corresponde al de un cuerpo que
se introduce en un fluido y que debido a la frecuencia natural genera un movimiento
oscilatorio.

2. Un flotador cilindrico de radio r, altura h y densidad py;, se encuentra flotando en la
superficie de una piscina, como se muestra en la figura. Inicialmente el flotador se
encuentra en equilibrio luego se sumerge una distancia x; y se libera con velocidad igual
a cero. Si el flotador dimensiones h = 1 [m],r = 0,5 [m] , ps1o = 500 [%] Se pide
determinar lo siguiente:

a. La ecuacién diferencial que modela el sistema y su solucion.

b. La posicion y la velocidad del flotador en cualquier instante si se sumerge una
profundidad de x, = 0,1m con una velocidad de v = V20 [?] A partir de la posicidn de
equilibrio. (Considere g = 10 [522] YPagua = 1000 [%])

Solucidn:

El principio de flotacion de Arquimedes nos dice:

w=mg = pVg = nr’hpg
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Pero consideremos que el objeto no esta sumergido completamente, que estd
sumergido solo una altura H, debido a que existe una fuerza que se opone a ese
movimiento y esta es la fuerza de flotacién:
Fflot = Maguad = paguaanHg

Igualando el peso con la fuerza de flotacidn se tiene

paguaﬂrzHg = pflotnrzhg

Despejamos H Figura 3.1
H=h pflot
pagua

Pero qué pasaria si a esa distancia H le aplicamos una fuerza para que aumente o
disminuya, lo que llega a pasar es que la fuerza de flotacién y el peso ya no son iguales,
y en cualquier momento la posicién de equilibrio del cuerpo se encuentra a una distancia
X, vamos a suponer que esta distancia x es negativa.
F = Frior — Mgi0tg
paguanrz(H - x)g - pflotnrzhg = _paguanrzxg
Entonces por la segunda Ley de Newton tenemos

d?x 5
Mot e = ~PaguaTr”xXg

d?x

pflotﬂrzh dez = _paguaHTZXQ

d?x
- n <paguag>x 0
dat pfloth

Donde se tiene que la frecuencia natural esta dada por,

paguag
pfloth

Y como bien sabemos la solucién para este tipo de ejercicios es:
x(t) = C; cos(wt) + Cysen(wt)
v(t) = C, wcos(wt) + C;wsen(wt)

Ya reemplazando los datos para hallar la frecuencia natural se tiene lo siguiente:

Paguad

w =
pfloth
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1000 * 10
“= T500+1
w =vV20

Por lo que las ecuaciones quedarian asi:

x(t) =Cy cos(mt) + Cpsen(v20 t)

v(t) = C, mcos(mt) + C;V20 sen(v20 t)

Aplicando las condiciones iniciales y despejando se obtiene el valor de las constantes,
guedando las ecuaciones solicitadas de la siguiente manera:

x(t) = 0,1cos(v20 t) + sen(v20 t)

v(t) = V20 cos(v20 t) + 0,1V20 sen(v20 t)

B. Caida libre y leyes de movimiento

Cuando se deja caer un objeto desde una cierta altura sobre el interactian dos fuerzas,
primero el rozamiento con el aire, y, segundo la fuerza de la gravedad. Por la segunda

Ley de Newton tenemos:

o _ dv
—ma—mdt

La fuerza debida a la resistencia del aire es —kv, donde k es la constante de
proporcionalidad.

Por lo tanto, la fuerza estaria dada por F = mg — kv, tomando como positivo hacia
abajo.

Dando, asi como resultado que la ecuacion diferencial inicial cambie a la siguiente expresion:

Ejemplo:

Un paracaidista se deja caer de un avion, y tarda un tiempo de 5 segundos en abrir su
paracaidas, considere que en ese tiempo no hay rozamiento con el aire. Si después de
abrir el paracaidas se gana una fuerza de resistencia al aire de 5000 Newton. Que tiempo
tiene que pasar para que el paracaidista llegue a tierra, si el avidn se encontraba a 1 km
de elevacion, (considere la masa del paracaidista con un valor de 100 kg).

Solucion:
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Considerando que durante los primeros 5 segundos no hay fuerza de rozamiento, la
.y . . , , dv ,
ecuacién diferencial deberia de quedar asi: -~ =9 Por lo que esto se podria resolver

simplemente integrando la funcién a cada lado, o sea, v = gt + C

Considerando que el paracaidista se deja caer del avién en un tiempo, t=0, y tomando
como referencia la posicion del avidn entonces nuestra constante C, es igual a 0.

Y por lo tanto la velocidad que alcanza nuestro paracaidista antes de abrir su paracaidas

es de 50 metros por segundo, o sea,

m
v(5) = 50—
s
Ahora consideremos cuanto recorrio el paracaidista en ese tiempo:
dv
ac 9
d?x
acz 9

Por lo que surge la ecuacion siguiente:

tz
x@)=%r+6t+D

Considerando a Cy a D como constantes de integracion, las cuales son iguales a 0 si se

evalla su posicion inicial, por lo que, por el momento la ecuaciéon queda asi:

_gt’
x(t) = 5
x(5) =125m

Estos nuevos puntos seran ahora las condiciones iniciales.
Ahora tenemos que considerar que kv = 5000 N, por lo que kK = 100 ya que la

velocidad en este punto es de 50 metros por segundo.

dv+1 =
ac V=9

Cuya solucidn es:

v(t) = Cie”t + 10

Recordemos que, ahora nuestras condiciones iniciales han cambiado, o sea,
v(0) = C;e %+ 10 =50

C; =40

v(t) = 40e~t + 10

Y para la posicion en particular, tenemos que considerar
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d?x +dx B
dez a9
x"+x" =10

Que recordando los métodos de resolucidn nos queda:

x(t) =Cie t+C, + 10t

x(0) =C; +C, =125

C, =85

Entonces la ecuacion toma la forma:

x(t) = 40e~t + 85 + 10t

Para encontrar un valor preciso para el tiempo en estas situaciones es muy complicado
por el valor de Euler, por ello vamos a ir evaluando hasta que ese valor de Euler no
aporte mucho al resultado final.

x(5) = 40e~> + 85 + 50

x(5) = 0,26 + 135

A partir de un valor, t=5, la funcién de Euler no aporta mucho al resultado final por lo
que lo eliminaremos de la ecuacion, ahora tomando solo los valores que quedan
tenemos

x(t) =85+ 10t,t > 5

Pero eso si, ya llevamos 135,26 metros de los 875 que nos faltaban por lo que la ecuacién
para hallar el tiempo sera:

739,74 = 85 + 10t

t~655s

A los cuales tenemos que adicionar los instantes en los que no se utiliza el paracaidas y
el tiempo que utilizamos para eliminar el valor de Euler, obteniéndose el siguiente
resultado final, t == 75,5 s.

C. Vigas horizontales

Se plantea hallar la flexién de una viga rectangular sometida a una carga o a su propio
peso. Se debe considerar que inicialmente la viga es recta y su eje central coincide con
el eje x. De fisica nosotros sabemos que el momento M en el punto P es la suma
algebraica de los momentos de las fuerzas externas que actuan sobre el segmento de la
curva. Luego, el momento esta dado por:

M = Ely"
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Donde / es el momento de inercia de la viga, y E es el mddulo de elasticidad de la viga.
Ejemplo:

1. Unaviga de 10 metros de longitud estd apoyada en dos columnas verticales. Si la viga
tiene una carga uniforme de 400 kg por metro de longitud y una carga en el centro de
4000 kg, ¢cual es la curva elastica de la viga?

Consideremos las fuerzas que intervienen en este proceso:

Tenemos un peso que se encuentra en el centro de la viga, ademas del propio peso de la viga.

%(4000 + (10)(400)) = 4000

También tenemos un peso concentrado en la cuarta parte de la viga de 400x dirigida
hacia abajo, por lo tanto, el momento flector es:

M = F,d, — F,d,

M = 4000x — 400x?

Igualando a la ecuacidn diferencial:

Ely" = 4000x — 400x?

Integrando directamente se tiene

2000 , 100 ,
3 X —Tx + Cix + C,

Se toman dos puntos de la viga el primero es en el origen.

Ely =

Donde y(0) = 0, porloque C, =0

100000
3

Y el otro es y(10) = 0, porloque C; = —

Quedando finalmente la solucién como sigue:

2000 , 100 , 100000
Ely = 3 X —TX —TX

. Péndulo simple
P721 fn\ Vo4
0N

m-g

Figura 3.2
Consiste en una masa atada a una cuerda o hila elastico de un cierto largo | y una masa

despreciable. Se supone que la cuerda estd siempre tensa, que las oscilaciones se
suceden en un plano vertical y qué las Unicas fuerzas que actdan son el peso de la

particula y la tension de la cuerda.
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Como primer punto se tiene que, s = 16
Teniendo a s como longitud de arco y a 8 como el angulo.
Por lo que también se la puede escribir como

¢ _ d0
dt?2 dt?
Descomponiendo el peso en dos componentes una tangencial y otra perpendicular.
Vemos que la magnitud de la componente tangencial estd dada por mgsen(6).
Luego por la segunda ley de Newton se sigue que:

d?o
ma = mlﬁ = —mgsen(6)

Reemplazando en la ecuacién diferencial, se obtiene:

d’e g
F+Tsen(0) =0

Si consideramos que los dangulos son muy pequefios podemos proponer que sen(8) =~ 6.
d’6 g
—+-0=0
dt? 1

Donde la solucion general es:
0(t) = C; cos <\/% t) + C,sen (\/%t)

1. Se ata a una cuerda una masa de 200 gramos, si la longitud de la cuerda es de 10

Ejemplos:

metros. Considere las siguientes condiciones iniciales: 8(0) = 0,8'(0) = 20°
Solucion:

Consideramos el valor de la gravedad como 10 metros sobre segundos cuadrados.
La ecuacién diferencial puede ser escrita como sigue:

d?e

W-F@:O

Por consiguiente, la solucién sera:
6(t) = Cy cos(t) + C,sen(t)

Y evaluando las condiciones iniciales
6(0) = C; cos(0) + C,sen(0) =0
Por lo tanto C; es igual a 0.
Tomando en cuenta esto:

6-(0) = C, cos(t) = 20°
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C, =20°

Luego la solucion deseada corresponde a:

Sol. 6(t) = 20%sen(t)

e. Circuito LRC en serie

Utilizaremos nuestros conocimientos para modelar las ecuaciones de la carga y la
corriente en funcién del tiempo. Hemos visto algo parecido en las aplicaciones de
ecuaciones de primer orden, por lo que ya conocemos la simbologia que usaremos a
continuacion.

Por la segunda ley de Kirchhoff se tiene:

Ldi+R'+1 =E(t
TR+ za=E@®
Ademas, se sabe que

dq . d?q di
dt Y de? o de

Entonces si derivamos con respecto a t la ecuacion diferencial se tiene

P L SN
dt2 ac ' c17

Hemos llegado a una ecuacién diferencial no homogénea la cual si podemos resolver
por métodos vistos anteriormente.

A manera de ilustrar lo anteriormente expuesto a continuacién se desarrollan los
siguientes ejemplos.

Ejemplo:

Se tiene un circuito RLC, que consta con un inductor de 0,5 Henrios, una resistencia de
60 ohmios y una capacitancia de 0,001 Faradios, ademds se sabe que la fuerza
electromotriz es de 10 cos (20t). Al inicio no hay ni corriente ni carga en el sistema.
Determine las ecuaciones de la carga y la corriente en cualquier instante.

Solucién:

Reemplazando en la ecuacion de Kirchhoff:

1d%q dq
EF + 605 + 1000q = 1OCOS(20t)
d’q dq
W + 1205 + 2000q = ZOCOS(ZOt)

Primero hallemos la solucion homogénea de la ecuacién

m? + 120m + 2000 = 0
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Que nos da como solucion

y, = C,e100 4 C,e20t

Utilizaremos el método de coeficientes indeterminados para hallar la solucidon

particular.

q = Acos(20t) + Bsen(20t)

q' = —20Asen(20t) + 20Bcos(20t)

q"" = —400Acos(20t) — 400Bsen(20t)

Reemplazamos en la ecuacion

—400Acos(20t) — 400Bsen(20t) — 2400Asen(20t) + 2400Bcos(20t)
+ 2000Acos(20t) + 2000Bsen(20t) = 20cos(20t)

Donde surge el siguiente sistema de ecuaciones

16004 + 24008 = 20

—24004 +1600B =0

Entonces los valores son:

3
B=%0

2
4=%20

Por lo que la solucién particular es,

2 3
= ——cos(2 — sen(2
Vp 52Ocos( Ot)+52()sen( 0t)

Y finalmente la solucion general es:

2 3
y = %COS(ZOt) + %sen(ZOt) + C1e10% + C,e20t

Para hallar el valor de las constantes debemos tomar las condiciones iniciales del

ejercicio, o sea,

2
q(0) = g5+ G+, =0

20
, 60
q'(0) = %+ 100C; +20C, =0
Generdndose asi otro sistema de ecuaciones cuya solucién es,
1
“1= 2080
9
“2="3080

Y por tanto, el resultado corresponde a,
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Sol. y = Sz—OCOS(ZOt) + %sen(ZOt) + ﬁemm - %;Oez‘)t

. Amanera de ejemplo se pide resolver un circuito RLC en serie dondea = LC,b = RC,c =
1, escogiéndose de manera normalizada los siguientesvalores:a = 2, b =4, w = 1,ylas
condiciones iniciales: y(0) = y'(0) = 0.

Solucion

Desde el menu New, pinchamos en Script, generandose una ventana en donde se
ingresan las diferentes instrucciones a procesar.

Para resolver el problema en referencia se realiza los siguientes pasos:
a. En la ventana del Editor, escribir el siguiente script:

cle

clear all

tini=0;

tfin=16*pi;

t=linspace(tini,tfin,2000);

a=2;

b=4;

c=1;

w=1;

N=length(t);

y=zeros(1,N);

dt=(tfin-tini)/(N-1);

u=sin(w*t);

y(1)=0;

D(1)=0;

D2(1)=(1/a)*(-b*D(1)-c*y(1)+u(1));

for k=2:N

y(k)=((4*a/dtr2+2*b/dt+c)(-1))*...
(y(k-1)*(4*a/dtr2+2*b/dt)+D(k-1)*(4*a/dt+b)+...

+a*D2(k-1)+u(k));

D(k)=(2/dt)*(y(k)-y(k-1))-D(k-1);
D2(k)=(4/dt"2)*(y(k)-y(k-1))-(4/dt)*D(k-1)-D2(k-1);
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end

plot(t,y,t,u,'--')

b. Guardar con el nombre ejer_3 6y ejecutar.

En la ventana de comandos se tiene por salida el siguiente grafico:

1

0.8 1

0.6

0.4

0.2

0

0.2

04 F

-0.6

-0.8

-1

0 10 20 30 40 50 60

Figura 3.3
Ejercicios propuestos

1. Una viga de 12 metros de longitud esta apoyada en dos columnas verticales. Si la viga

tiene una carga uniforme de 3 kg por metro de longitud. ¢ Cual es la curva eldstica de la viga”?

2

X
Sol.y = @(—144 + 24x — x?)

2. Se ata a una cuerda una masa de 500 gramos, si la longitud de la cuerda es de 0,2 metro,
y ademas se sabe que se suelta con una velocidad de 0,5 radianes por segundo, con un

angulo de 0,1 radian desde el eje vertical. Encuentre la ecuacién de movimiento.
Sol.6 = ! (7t) + ! 7t
ol. —10C°S 14sen( )

3. Setiene un circuito LRC, que consta con un inductor de 0,5 henrio, una resistencia de 20
ohmio y una capacitancia de 0,0025 faradio, ademas se sabe que la fuerza electromotriz es
de 100 Voltio. Al inicio no hay ni corriente ni carga en el sistema.

Determine las ecuaciones de la carga y la corriente en cualquier instante.

q = 0.25(e~2%(— cos(20t) — sen(20t) + 1)

Sol.{
[ = 10e~?%sen(20t)

4. Un objeto tiene una masa de 0,2 kg se estira 6 cm, en un tiempo t=0. Desde un punto
4[m
situado a 8 cm bajo la posicién de equilibrio, con una velocidad dirigida hacia arriba de 3 [?]
Encuentre la ecuacion de movimiento.
2 1
Sol.x(t) = §cos(8t) - gsen(8t)
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5. Se tiene un circuito RLC, que consta con un inductor de 0,1 henrio, una resistencia de 2
ohmio y una capacitancia de 0,003846 faradio, ademas se sabe que la fuerza electromotriz

esde fem = 100 sen(60t). Al inicio no hay ni corriente ni carga en el sistema.

30 36 25 30
_ ,—10t _ _=-
Sol.q(t) =e (61 sen(50t) + o1 cos(50t)> 1 sen(50t) o1 cos(50t)

6. Un objeto tiene un peso de 8 Newton que alarga un resorte 2 metros. Suponga que
la fuerza de amortiguamiento es igual a dos veces la velocidad instantanea del sistema.

Determine la ecuacidon de movimiento.

Sol.x(t) = Cie™ + Cyte™t
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CAPITULO IV

SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE PRIMER ORDEN
MOTIVACION
En esta seccion se estudian los métodos bdsicos sobre resolucién de sistemas de
ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes de primer orden, tanto
en el caso homogéneo como en el no homogéneo. Métodos de resolucién que nos
permiten ampliar la solucién de problemas practicos sobre fisica, quimica, biologia y
otras aplicaciones de diferentes dreas del conocimiento.
El objetivo general del presente capitulo es familiarizarse con las técnicas
desarrolladas para resolver sistemas lineales de primer orden, determinando la
solucion general y la solucién particular de la misma.
PRERREQUISITOS PARA ABORDAR ESTE TEMA
La base tedrica necesaria para el estudio de este capitulo es la siguiente:
= |dentificar las caracteristicas de un sistema lineal de ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden.
= Conocer métodos elementales para el tratamiento de sistemas lineales con
coeficientes constantes homogéneos y no homogéneas
= Traducir al lenguaje simbdlico problemas verbales relacionados con la Fisica, y otras
aplicaciones cuyo modelo matemadtico corresponde a sistemas lineales de primer
orden.
4.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales
4.1.1. Operadores y eliminacion de incégnitas
Como se menciond en el tema de las EDOs lineales de orden n, un operador es
basicamente un objeto (o mecanismo) que recibe una funciéon (input) y devuelve otra
funcién (output). Basicamente, lo anterior significa que para definir un operador hay
que especificar la accién del operador sobre las funciones en la que actua, es decir,
especificar como transforma el input en el output.
Por ejemplo, el operador mas sencillo es el de diferenciacién D. Si alguien no supiera

que significa el operador D lo que habria que decir es que D toma una funcién x(t) y

. dx . dx
produce su derivada —, es decir, Dx = —
dt dt
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Lo anterior significa ademas que D no estd definida sobre todas las funciones posibles,
sino que simplemente aquellas que tengan por lo menos una derivada.
La clase de operadores que se van a estudiar en este tema es sobre la del algebra
polinomial generada por D, es decir, si p(t) es un polinomio
p(t) = at® + a1t 1+ -+ ast + aq
Entonces se define el polinomio p(D) como
p(D) =a, D"+ a,_ D"t + -+ a;D + ayl
Donde I es el operador identidad
Ix(t) = x(t)
Y si x(t) es una funcién con al menos n derivadas
p(D) = (a, D™ + ap,_D" 1+ -+ a;D + ayl)x
d™x d"1x dx

= anW+ an_1W+ et a1E+ AgX
Es usual no escribir explicitamente el operador identidad por lo que p(D) se ve como
p(D)=a, D"+ a,_ D" 1 +--+a;D +a,
Ejercicios de aplicacion.
1. Encuentre el polinomio p(D) asociado a la EDO, x'' —x' + 5x = 0 ademas calcule
p(D)x(t) donde x(t) = sin(t)
Basicamente el polinomio de la ecuacién x"" —x"+ 5x = 0 es el polinomio de la
ecuacion caracteristica, p(m) = m? —m+5
Luego, p(D) =D?*—-D +5

Por lo tanto

p(D)x = ;—;(sin(t)) - % (sin(t)) + 5sin(t)
= —sin(t) — cos(t) + 5 sin(t) = 4 sin(t) — cos(t)
2. A partir de p(D)x = 4sin(t) — cos(t), hallar (D? — D + 5)(e® + cos(t))
Aplicando la propiedad de linealidad, al multiplicar se tiene que:
(D? — D + 5)et + (D? — D + 5)cos(t)
Reemplazando p(D) por p(D)x se tiene:
(4 sin(t) — cos(t))et + (4 sin(t) — cos(t))cos(t)
4sin(t) et — cos(t) et + 4 sin(t) cos(t) — cos?(t)
3. Sabiendo que p(D) =D y q(D) = D + 10, y, ademas, x(t) = 2e’ , se pide hallar
p(D)q(D)x(t)
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En primer lugar, debemos de encontrar las funciones p(D)x y q(D)x

Por lo que se tiene: p(D)x = 2e® y q(D)x = 2e* + 20et

Evaluando se tendria: 2et(2et + 20et)2et, para finalmente tener que,

p(D)q(D)x(t) = 88e>

En conclusién, al realizar una multiplicacion de polinomios debe de respetarse las
propiedades de linealidad como en el caso anterior, de hecho, saber factorizar todo tipo
de polinomios serd de suma importancia de aqui en adelante como en el siguiente caso:
Ejemplo. Para el polinomio p(t) = t? + 3t + 2, se prosigue de la siguiente manera,

Se factoriza el polinomio: (t +2)(t+1) =0

De manera similar el polinomio p(D) seria: (D +2)(D+1) =0

Asi mismo se obtienen las raices del polinomio que son: t; = -2 y t, = -1

Entonces si se nos pidiera resolver la siguiente ecuacion diferencial

x"+3x + 2 = 4t?

Se procede a encontrar la solucion homogénea, la cual para el caso en referencia es:
xp,(t) = cre™?t + cpet

Empleando las raices de p(t), se trata de hallar toda la solucién, a través del método
de coeficientes indeterminados. Sin embargo, en esta parte se aborda como método
de solucidn, el método del operador anulador.

Para empezar, se empieza reescribiendo la ecuacién diferencial como:

(D +2)(D + 1)x = 4t?

Luego se busca un polinomio anulador que en este caso seria un polinomio que pueda
anular el factor 4t?; lo mas notable es utilizar D3 ya que esto consideraria derivar 3
veces el polinomio, explicado de otra manera: D34t? = 0

Entonces se debe de multiplicar a ambos lados de la ecuacién obteniéndose:

D3(D + 2)(D + 1)x = D34t?

Por lo que al escribirlo en su forma de derivadas se tendria:

Usando a la ecuacion auxiliar
m>+3m*+2md =m3(m+2)(m+1) =0
Por ello se puede decir que la solucidn particular es por el momento:

x,(t) = Co + Cyt + Cot* + Cze 7?1 + Che™t
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Sin embargo, se necesita encontrar los coeficientes de la solucién particular por ello se
introduce la solucion particular en la ecuacién diferencial, entonces es necesario
derivar la solucidn particular, o sea:
xp'(£) = Cy + 2C,t — 2C3e ™%t — Che™t
x,"(t) = 2C, + 4C3e7 % + Cpe™t
Luego, reemplazando en la ecuacién inicial se tiene:
x4+ 3x" + 2 = 4t?
2C, + 4Cze7 2t + Che™t + 3(Cy + 2C,t — 2C3e7 %t — Che™)
+ 2(Cy + Cyt + Cyt? + Cze7 2t + Che™)
= 4t?
Al factorizar se tiene:
(2Cy + 2C, + 3Cy) + (2C, + Ct + (C )% = 4t2
Por ello se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

260+2€2+3Cl=0
262+Cl=0
Cz=4‘

Del cual se obtiene que los valores de las constantes son:

C;=-8,C, =8

Por lo que la solucién final seria:

x(t) =8 —8t+ 4t? + cie ?t + cyet

Se observa que los coeficientes que acompafian a los resultados en la solucién
homogénea no han aplicado el método usado y que ademads no es necesario utilizar
estos términos para encontrar los valores de los coeficientes de la solucion particular;
sin embargo, una manera eficaz de ver que el desarrollo esta bien llevado es revisar
gue estos términos se eliminen al introducirlos en la ecuacion diferencial.

También hay que considerar que el operador anulador varia mucho dependiendo del

tipo de funcidén que se quiere igualar a 0, por ellos se plantea las siguientes situaciones:

1: 1,t,t%, ..., t" 1t
Dn
2: e%t tedt t2eat gn-leat
D-a)™

3: e*cos(Bt), tre*cos(Bt), ..., t" Le%cos(Bt)

e sin(pt), tle* sin(Bt), ..., t" Le* sin(Bt)
(D2-2aD+(a?+B?)"
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Ejercicios resueltos

1. Resolver x" + x' — 2 = e?*

Al tomar de manera directa el polinomio p(D), se tiene,

p(D) =D +2)(D-1)

Con lo cual se tiene que las raices del polinomio presentan la solucién homogénea:
xp(t) = cie™ 2t + et

Ahora al encontrar, p(D)x = x(t), se tiene que, (D + 2)(D — 1)x = 2et

Se debe recordar que el polinomio anulador para este caso es de la forma:

eat' teat, tzeat' " tn—leat
(D-a)™

Por lo que para este caso seria: (D — 2)

El polinomio anulador se multiplica a la ecuacion anterior y se obtiene lo siguiente:
(D-2)(D+2)(D—Dx=(D-2)2e") =0

Lo cual genera lo siguiente:

d3x d*x

FTERRrTe) +4=0

Presentando como ecuacidn auxiliar la siguiente expresion:

mi—-m?2+4=0

Y considerando la solucién particular: x, (t) = Ce?t

Que, al ser afiadida a la solucidn particular en la ecuacidn diferencial, se tiene:

4Cet + 2Cet — 2Cet = e?* =0
1
Conlocual, C = 7 Cuva solucién final seria: y(t) = %eZt +cie”?t + c et

- . _ xX'=y—6

2. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones: { ,
Y =y+t

Al tomar la primera ecuacion y despejar la variable y, se tiene,y = x' + 6
Luego, al derivar la funcién obtenida para reemplazarla en la segunda ecuacién
diferencial, y’ = x", de lo cual se obtiene, x" =x"+ 6+t
Expresidon que puede ser escrita como, x”' —x' —6 =t
Ademas, utilizando la ecuacidn auxiliar se tiene: p(D) = (D — 3)(D + 2)
Como a simple vista se conocen sus raices, entonces se puede deducir su solucién
homogénea, como sigue, xj, (t) = Ae3! + Be™ 2t

A su vez, la solucién particular es de la forma: xp(t) =At+B
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Por lo que al introducirla en la ecuacién diferencial, se tiene, —A — 6At —6B =t, o

1 1
sea, A=—-, B=—
6 36

1

Luego, la solucion final seria: x(t) = ”

%t4—Ae“-+Be-”

También se debe encontrar la funcién y(t), aunque ya no representa ninguna
dificultad ya que solo es necesario derivar la funcién encontrada anteriormente y

reemplazarla, o sea, y = x' + 6,

1 35
y=-¢ + 34e3t — 2Be™?' + 6, esdecir, y(t) = - + 34e3t — 2Be?%t

3. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
! 14

{x +2y =t

3x'+6 =et
La manera mds eficaz de encontrar la solucién es ver si alguna de las ecuaciones
presenta menos complejidad, que para el problema en referencia es la segunda
ecuacion ya que, no esta en funcidn de x y y, por lo que avanzando por esa ecuacién
se tiene,

3x' + 6 = et

Como se puede apreciar se tiene una ecuacion diferencial de primer orden separable
dx ; .
por lo que BE:e —6; 3x=e"—6t+C

Como puede apreciar el ejercicio esta casi resuelto y lo Unico necesario de realizar es

reemplazar:
€6 oy =t
3 y =
Que al igual que la anterior es una ecuacién separable que al resolver nos proporciona,
t
et —6
dy t_ 3 tant t2+t et+C
— = ——— ,y portanto, y=— - —
dt 2 VP Y=% 6
4. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
{x’ +3y=6
3y +x' =0

En el sistema presentado se observa que las ecuaciones tienen un elemento en comun
H H ! !
por lo que al restar las ecuaciones se tiene, =3y’ + 3y =6, osea, y —y = —2

Como ecuacioén auxiliar tenemos: (m —1) =0
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Por lo cual, la solucién homogénea corresponde a, y,(t) = Aef, y como solucién
particular, y,(t) = B, de manera que: y(t) = 2 + Ae’

Finalmente, al reemplazar en la primera ecuacidn diferencial del sistema se obtiene:
x'+3(2+ Aet) = 6,x' = —34et,0sea, x(t) = —34et +C

4.2. Sistemas lineales homogéneos

Para esta parte se plantea el estudio de sistema de ecuaciones de la forma:

x'=Ax (Ec.1)

En donde A es una matriz constante; y en analogia con el caso de ecuaciones lineales
se buscan soluciones del tipo exponencial, por lo que la solucién seria del tipo:

x = ey (Ec.2)

Ahora si se toma su derivada se tiene:

x' = eMv (Ec.3)

Por lo que al reemplazar las ecuaciones (Ec. 2) y (Ec. 3) en (Ec. 1) se llega a

Ae*tv = AdeMv (Ec.4)

Av = Av

Por lo que se puede apreciar que A son los valores propios de la matriz 4, y v los
vectores propios de la matriz A.

Ejercicios de aplicacién

1. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones

dx_3 8
ac XYY
dy_
a7

En notacidon matricial se tiene

)= 96

Para hallar los valores propios se tiene:

(3= =8\ a1 g
detA-1)=(""" 7 )=B-H1-)-8=0
3-41+712-8=0
22—41-5=0

A=5y l,=-1

Al reemplazar los valores se tiene:

Co =0 D=1 )
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El sistema homogéneo asociado es:

V1 = _4‘172

1
U1 (1’ ‘z)

Para el otro valor propio se tiene:

3—(-1) -8 (4 -8 _/0 0
( -1 1-— (—1)) N (—1 2 ) o (—1 2)
El sistema homogéneo asociado es:

v, = 2v, osea, v,(2,1)

Luego la solucién general del sistema homogéneo es:

xp () = cre’tv; + ce2ty,
1 2
xp(t) = c1e5t< 1) + cze_t( )
—= 1
4
2. Resolver el siguiente sistema:
dx —4
dc - Y
dy
2 =2
It y+x

En notacidn matricial se tiene
()=G 20)

Para hallar los valores propios se tiene:

A= =1y e _
det(A—I/’l)—( ) 2_/1)_(4 N2Z=-D+1=0
8—61+212+1=0
—61+9=0

/11 =3 y AZ =3
Al reemplazar los valores se tiene:

4-3 —-1\_(1 -1\ _ (0 0
( 1 2—3)_(1 —1)_(1 —1)
El sistema homogéneo asociado es:

v, = vy; 11(1,1); v,(1,1)

Luego la solucién general del sistema homogéneo es:

A A

x,(t) = ci ety + ey,

xp,(t) = ¢ et (1) + cye3t (1)

129



CAPITULO IV ECUACIONES DIFERENCIALES

3. Resolver el siguiente sistema:

dx_7 6
ac YT
dy

—Z =2

ac

En notacidon matricial se tiene

x\ _ (7 —6\(X
(y’) B (2 0) (y)
Para hallar los valores propios se tiene:

7—21
2

—7A+224+12=0; 22—-71+12=0, osea, 1, =4 y 1, =3

det(4 - 12) = ( )= -DEn+12=0

Al reemplazar los valores se tiene:
7—4 -6\ _ (3 —6\_ (0 0
( 2 —4) B (2 —4) B (2 —4)

El sistema homogéneo asociado es:
1
v, = 2v,,0s€a, 1, (1,5)
Para el otro valor propio se tiene:
7—3 =6\ _(4 —-6\_ (0 0
( 2 —3) - (2 —3) - (2 —3)
El sistema homogéneo asociado es:

3 3
v = Evz,o sea, v, > 1
Luego la solucién general del sistema homogéneo es:

A

xh(t) = (1€ 1tv1 + Czelzth

1 3
xp(t) = cie* (1) + c,e3t (E)
2 1

5. Resolver el siguiente sistema:

2 1 1
xX=(2 3 2]x
3 3 4

Se necesita hallar primero los valores propios de la matriz:

2—-1 1 1
det(A—I)l)=< 2 3—-1 2 )

3 3 4 — 2
A2 — 922 4+ 151 — 7 = 0, al resolver la ecuacion se tiene,
/11 = 7 /12 = 1 y 13 = 1
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Al reemplazar los valores propios se llega a:

2—-7 1 1 -5 1 1
< 2 3—-7 2 >=<2 —4 2)
3 3 4-7 3 3 -3

Al realizar varias operaciones a la matriz se la lleva a una forma mas simplificada en la

gue se puede observar de manera mas sencilla los vectores:

—4 2 0

2 -1 0

1 1 -1
Obteniéndose asi: v, = v3 — vy; 2V, = vy, —V; = V3

Y generdndose nuestro primer vector: v;(1,2,—1)

Para el otro valor propio se tiene:

2—-1 1 1 1 1 1
< 2 3—-1 2 >=<2 2 2)
3 3 4-1 3 3 3

Al realizar varias operaciones a la matriz se la lleva a una forma mas simplificada en la

que se puede observar de manera mas sencilla los vectores:

1 1 1
0 0 O
0 0 O

Obteniéndose asi: vy = —v; — v,
Y generandose los siguientes vectores: v,(—1,1,0) + v3(—1,0,1)
Note que se obtuvieron dos vectores debido a la multiplicidad del valor propio.

Luego la solucién general del sistema homogéneo es:

A

xp () = creMtv; + ce2ty, + cze’sty,

1 -1 -1
xp() =cre’| 2 ) +tcet| 1)+czet| 0
-1 0 1

6. Resolver el siguiente sistema:

dx_ ,
a7
dy_ ,
P

En notacidn matricial se tiene
X’ 0 —1\ /X
(y’) - (1 0) (y)
Para hallar los valores propios se tiene:

-1 -1

det(a-10=(7" _)

)=2+1=0
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/11:ly /12:_1.

Al reemplazar los valores se tiene:
(—i —1)_ (0 0)
1 —i 1 =i
El sistema homogéneo asociado es:
] 1
v, = (V5,0 S€ea, v (1,7)

Para el otro valor propio se tiene:

(i —1) _ (O 0)

1 i 1 i

El sistema homogéneo asociado es:

v, = —iv,; v,(—i,1)

Luego la solucién general del sistema homogéneo es:

A A

1ty + c,et2ty,

1

x,(t) = c,e®t <1) + c et (_i)

l

xp(t) = cqe

1 .
xp(£) = ¢4 (cos(t) + isen(t)) <l> + c5(cos(t) — isen(t)) (_i)

l

A veces puede ocurrir que la multiplicidad algebraica de un valor propio no sea igual a
su multiplicidad geométrica. En tal caso no hay n vectores propios y hay que cambiar
un poco la construccidn de la solucién homogénea. El andlogo para las ecuaciones
lineales de orden n era que una raiz del polinomio caracteristico tenia una
multiplicidad mayor que uno y habia que introducir términos de la forma te™. Se va a
intentar algo parecido en esta situacién como se vera en el siguiente ejemplo:

1. Resolver el siguiente sistema:

dx_ N
ac *TY
dy_
a7

En notacidn matricial se tiene
X’ 1 1\ /X
(y’) - (0 1) (y)
A simple vista se puede apreciar que los valores propios son:
=1y 1, =1
Al reemplazar los valores se tiene:
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(1 -1 1 ) _ (0 1)
0 1-1 0 O
El sistema homogéneo asociado es: v;(1,0)
Ya que no se presenta otro vector propio, aplicaremos el siguiente método, primero
renombremos al vector propio: v; 1(1,0)
Luego propongamos como solucion al sistema lo siguiente: x; , = (vl,z + tvm)et
Entonces si derivamos la solucién tenemos: x'; , = vy e* + (vl,z + tvl,l)et
.z .7 . I

Para que la solucion propuesta sea solucion debe cumplirse que: x;, = Ax; ,

H t t t
Reemplazando se tiene, v, 1" + (171,2 + tvlll)e = A(vl,z + tvljl)e
Al eliminar los paréntesis se llegaa, v; 1 + v, + tvy; = Avy, +tvy,

Luego se agrupan los términos semejantes, vy ; = (A — vy,

o olo)

Lo cual quiere decir que el sistema tiene infinitas soluciones, una de ellas es, v; , =

También se lo puede expresar como: (

(0,1). La solucién general es, x(t) = c,e* ((1)) + c,et <(2) +t (é))

7. Resolver el siguiente sistema:

rdx
E=X+_’V+Z
d

<d—i]:y+z
dz_

\dt _ ~

En notacidon matricial se tiene:

)=( 2 )0

A simple vista se aprecia que se obtiene un valor propio de multiplicidad 3, 1, = 1

Al reemplazar los valores se tiene:

1-1 1 1 01 1
0 1-1 1 =0 0 1
0 0 1-1 0 0 O

De lo que se concluyeque: v, =0 y v3 =0
Y el vector propio es, v; = (1,0,0)
Ya que no se presenta otro vector propio, aplicaremos el siguiente método, primero

renombremos al vector propio: v; 1 = (1,0,0)
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Luego propongamos como solucion al sistema lo siguiente: x; , = (vl,z + tvl,l)et
Entonces si derivamos la solucién tenemos: x'; , = vy e’ + (vl,z + tvm)et
.7 .7 . !

Para que la solucidn propuesta sea solucion debe cumplirse que: x'; , = Ax;

H . t t — t
Reemplazando se tiene: vy je" + (171,2 + tvl,l)e = A(vl,z + tvl,l)e
Al eliminar los paréntesis se llegaa: vy 1 + vy, + tvy; = Avy, +tvg,
Luego se agrupan los términos semejantes, v, ; = (A — vy,
También se lo puede expresar como:

0 1 1)1
<O 0 10)
0

0 0 O

Lo cual quiere decir que el sistema tiene infinitas soluciones, una de ellas es, vy, =

(0,1,0)

0 1
La segunda solucion es: x; ,(t) = cye’ <1> +t <0)
0 0

Para este caso se propone una tercera solucién de la siguiente forma:

tZ
x1,3 = et <U1,3 + +tU1,2 + ?U1,1>

De igual manera se realizar exactamente el mismo procedimiento hecho
anteriormente generandose asi:
t? t?

A (171,3 + tULZ + ?U1,1> == (171,3 + +tU1,2 + ?vl,:L) + 171’2 + tvl,l

Agrupando los términos se puede simplificar con mas claridad

tZ
(A - I)v1'3 + (A - I)tv:l,z + (A - I)?v:l,l == 171’2 + tvl,l

Ya que sabemos que vy , y v; 1 son vectores propios se llegaa: (A —1)vy3 = vy,

0 1 1]0
Expresado en forma matricial se tiene: {0 0 1|1
0 0 ol0

Ya que se tienen infinitas soluciones se escoge la mas simple, o sea, v; 3 = (0,—1,1)

La solucién general seria entonces:
1 0 1 0 0 2 /1
xp(t) =cief| 0|+ cyet <1) +t (0) +egef ([ -1+t (1) + ?<0>
0 0 0 1 0 0
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4.2.1. Exponencial de una matriz

Hay otra forma alternativa para encontrar la solucién de un sistema de ecuaciones
. . dx
diferenciales, recordemos que: — = Ax, x, = x(0)
dt 0

Que como bien sabemos tendria como solucién: x(t) = e4tx,

Por lo tanto, realizando una analogia se puede decir que:

dx
5= Ax, xo = x(0), x(t) = ettx,

Pero como seria posible realizar esto con matrices, pues bueno empecemos por

considerar que:

e =1+ (tA) +

2 n had n
(u;) RGO I C

n! n!
n=0

Por lo que se puede definir,

En referencia a esto, a continuacion, se estudiara las matrices particulares presentadas:

_(a —b . A a (COS(b) —sin(b))
Para A = (b a)’ se tiene como solucidon, e” = e sin(b) cos(b)
_(a b : . a_ (e* be?
Para A = (O a)’ se tiene como solucion, e = (O o0 )

Ejercicios de aplicacién

1. Resolver el siguiente sistema:

dx_ N
ac Y
dy
a7

En notacion matricial se tiene

()=G D)
Se propone como solucién:

X 1 1 c t t C
()= () =elo J()
y C2 C2
Por lo que se llega a:
t t t t
elo = (¢ €)
0 e
Por lo que la solucién se expresa como:
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()= D)
y) N0 et/\c2
2. Resolver mediante el método de la matriz exponencial el sistema dado por.

A
;C/, ; ;Z_xz; 4y sujeto a las condiciones iniciales: x(0) = 1,y(0) = —1
El sistema propuesto puede ser escrito de manera matricial como x' = Ax
El cual representa un sistema homogéneo de primer orden cuya solucidon adopta la
forma x’' = e?'x, donde e’ es la matriz exponencial y x(0) es el vector de

condiciones iniciales, por tanto, se tiene,

()=CF 26 senton=(F 33

Por otro lado, se conoce que la matriz exponencial se obtiene de,
e4t = Col + C,A, osea, et = Cy+iCA
Los Ai se obtienen a partir de |A — AI|, o sea,

-2—-2 —4
1 -2-21

donde A% + 41 + 8 es el polinomio caracteristico, cuyas raices son,

Al=_2+2l, AZ=_2_21'

det(A— 1) = ( )=/12+4,1+8

= A partir del valor caracteristico .; = —2 + 2i, se obtiene,
e(72+20t — Co + C;(—2 + 2i), de acuerdo con Euler, el miembro izquierdo puede ser

reescrito como, e "2te?t = 2t (cos2t + isen2t), y por tanto, se tiene,
e 2t(cos2t + isen2t) = e %tcos2t + ie"%tsen2t = Cy + C;(—2 + 2i), igualando
término a término (real e imaginario) se obtiene el sistema de ecuaciones,

Co— 2C, = e ?tcos2t _
,sistema que al ser resuelto nos proporciona:

—2C,; = e %tsen2t
1 -2t -2t -2t
C, = Ee sen2t; C, = e “‘sen2t + e “‘cos2t

A partir del valor caracteristico A; = —2 — 2i, se obtiene un resultado similar

A continuacién se procede a obtener e4t, o sea, et = C,I + C;A4, es decir,

et = (, (%) (1)) + C, (_f :421) ,al efectuar las operaciones se tiene,
eAt — (CO - 261 _4‘C1
Cl CO - ZC]_

e %tcos2t —2e ?lsen2t cos2t —2sen2t
eAt = 1 = e_Zt 1
Ee_ZtsenZt e %tcos2t EsenZt cos2t

) , que al sustituir por los valores de C, y C; se tiene
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Ademds, se conoce que la solucién es de la forma x = e4tx(0), por lo que al

reemplazar lo anterior se tiene,

1

—sen2t cos2t -1

2

Y con ello lograr la siguiente solucién:

cos2t —2sen2t
x(t) = e (1 )

cos2t + 2sen2t
x(t) =e 2t (1 )

EsenZt — cos2t

2. Resolver mediante el método de la matriz exponencial el sistema dado por.
x'=x-—3y

y =3x+7y

El sistema propuesto puede ser escrito de manera matricial como x' = Ax

El cual representa un sistema homogéneo de primer orden cuya solucion adopta la

forma x’ = e4tx, puede ser escrito por,

()= 2)(). sentoa=(1 73)

Por otro lado, se conoce que la matriz exponencial se obtiene de,
et = Col + C,A, osea, et = (Cy+iCA
Los Ai se obtienen a partir de |4 — AI|, o sea,

1-14 =3
3 7=

donde A% — 81 + 16 es el polinomio caracteristico, cuyas raices son,

det(A—/U)=( )=/12—8/1+16

Ay = A, = 4,0 sea, de multiplicidad 2
A partir del valor caracteristico A,, =4, la expresion eM = C, + iC; A, debe
derivarse con respecto a A, o sea,

d(e™) d(Co+ Ci)
ar daA

Encontrado C, y C;, se obtiene la matriz exponencial siguiente,

,entonces se tiene, te’t = C;, por tanto, C, = e** — 4te*!

edt = (, (1 0) + C; (1 _3) ,al efectuar las operaciones se tiene

0 1 3
Co+C -3C
edt = ( 031: 1 C o+ é. ) que al sustituir por los valores de C;, y C; se tiene
1 0 1
oAl — (e‘“ — 3te*t —3te*t )
3te?t et + 3te?t
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Ademds, se conoce que la solucién es de la forma x = e4tx(0), por lo que al

reemplazar lo anterior se tiene,

_ (e*t — 3te*t —3te*t K
x(®) = ( 3tett et + 3te4t) (Kz)

Y con ello lograr la siguiente solucién:

K, — t(3K; + 3K, ))
— L4t 1 1 2
X)) =e (Kz + t(3K, + 3K,)

Si se considera la sustitucion de C; = K;,C;, = K; y ¢3 = 3K; + 3K,, se tiene,

C, —tC
_ L4t 1 3
X =e (Cz + tC3)

4.3 Sistemas lineales no homogéneos

4.3.1 Método de variacion de parametros

Si bien se han resuelto varios sistemas de ecuaciones hay que recalcar que solo se encontrd
la solucion homogénea, utilizando otra nomenclatura la solucién homogénea puede
escribirse como  x;, = @(t)c, considerando a ® como matriz fundamental, y que la
solucién particular es, x, = @(t)c(t). Entonces ahora el vector c(t) es variable.
Derivando la solucién particular se tiene: x', = @ (t)c(t) + ®(t)c’'(t)

El método de variacidn de parametros propone la siguiente formula para resolver un
sistema lineal no homogéneo: x' = A(t)x;, + f(t)

Al reemplazar la derivada de la solucién particular y la solucién homogénea.

D' (t)c(t) + d(t)c(t) = Alt)D(t)c + f(b)

Ya que ® es una matriz fundamental se debe cumplir que: @'(t) = A(t)P(t)
Sustituyendo se tiene:

APt + (D) = A P(D)c(t) + f(¢)

Recordando un poco de algebra lineal se sabe que toda matriz fundamental es

invertible porque debe cumplir ¢'(t) = ®~1(t)f(t), o bien,

c= fd)‘l(t)f(t)dt

Por lo tanto, la solucidn general del sistema de ecuaciones es,

x(t) = ®(t) f O (D) f(H)dt + ®(t)c(t)
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Ejercicios de aplicacién

1. Resolver el sistema

_ (1 2 t

v =(y 3)x+ ()
. . . . y 1 2

Lo primero es resolver el sistema homogéneo asociado, x' = (4 3) X
El polinomio caracteristico esta dado por,
(1 -1 2

4 3—4
/11 = 5 y /12 = _1

)=/12—3/1—/1+3—8=(/1—5)(/1+1)=0, es decir,

Los vectores correspondientes son: v; = G) yv,= (_i)

Por lo que la solucién homogénea corresponde a, x;, = c;e¢ (;) + c et (_i)

st _ -t
En este caso la matriz fundamental es, ®(t) = (26 st e_t)
e e

Luego se debe obtener la inversa de la matriz fundamental:

-1 1 —
(Ccl Z) - ad — bc (—Cci 2)

Es decir, se tiene:

s 2
1 ot _pest 3¢ T3¢
-1 _ e - — -1 —
@ (t)_3e4t(e—t o5t )_q) )= le—St let
3
Ahora se debe obtener:
1 2,
-1 _ 13 3 5t
oorw=(7 )G
3¢ 3¢
5
3 e e

5
—te St 4 g2t
3

Al integrar la matriz encontrada se tiene:
1 1

_§te_5t _ Ee—St_ezt
1 1 e?t
eSSt _ =St 4
3¢ 15¢ T3

Con esto, es posible encontrar la solucidn particular del sistema de ecuaciones, para ello

sera necesario multiplicar la matriz fundamental con la recientemente integrada, o sea,
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1 1
eSt _e_t Ste 5t _EB_St eZt
(ZeSt et ) 1 1 et |~
te St ——e 3t +
3 15 2
1 1 1 et
et _ Tt et 4 =6t _
/ T L TS
2 2 1 et
L L 9p7t _ et _ -6t 4 &
TR Lo TA
Finalmente se propone como solucién:
1 1 et 1 1
—§t—E—?—€7t+§t€_6t+ﬁe_6t\ 1 1
— 5t -t
W= 5 7 1 1 toe (2) tce ( 1 )
——t——+——2e"t ——te 0t ——e7O
3 15 2 3 15

Ejercicios propuestos

A. Mediante el método de coeficientes indeterminados resolver el sistema dado.
x'= 24+3y—-7 (-1 ([ =3 -1
y =—x—2y+5 Sol. cre ( 1)+cze( 1)+( 3)

2. ;: : —Sxx-l-l-lglj;-:-26 Sol. c,e8t ( i) + c,e8t [t ( i) + ( i)]

1.

1
3. x' = (31 i)x + (t__zl_t;) Sol. c;e™%t (_i) + c et ( 1) + t2 EZ
4

e (1 _4)x +(4t + 9e6t) Sol. ¢t (—sen 4t) +cyet (_COS 4t) n t(O)

4 1 —t + e®t cos 4t —sen 4t 1
4
17 o (1
N (1)
17

5 x' = (:i i)x + ( sezloz t) Sol. clet( > cos 2t ) + czet( > sen 2t ) +

cos 2t — 2sen 2t 2cos 2t + sen 2t
1
cost| _2)+sent 1
3 3
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B. Mediante matrices, hallar x(t),y(t) en los siguientes sistemas de ecuaciones

diferenciales lineales.

1. ¥'= x+dy Sol. ¢ e® (D+cze‘2t(_g)

y' =3x+2y
i ;’C ;SZ;CI:)] Sol. c;e” (2) + et (—1)
’ J’x:—;; I gy Sol. ¢1e% (1) + ez [t G) " <_1 ]

4, ; : 3; ;iy Sol. ¢;e™3¢ (i) + c,e7 3t [t (f) + (g)

5. ; : ix Z;y Sol. ¢; [cos t (i) —sent ((1))] + ¢, [cos t (é) +sent (i)]

C. Mediante matrices resolver los siguientes sistemas lineales homogéneos con la
condicidn inicial dada:

1. J;:;x_fzy ,x(O)—( ) Sol. est( )+€2t(_i)
7
3

2 5 ZE D 0= (5), s e (o) v e ()
2 I a0 = (), s e () e ()
2

I8 0= () s g (e ()

x' =5x —9y (1 2t (1+ 3t 2t ( —9t
s 2T = (L), ol e (M) e (7))
D. Resolver los siguientes sistemas no homogéneos

x'=3x—-3y+4

L gy S a@) e (G e (Cip)+a ()
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CAPITULO V ECUACIONES DIFERENCIALES

CAPITULO V

ECUACIONES DIFERENCIALES EN SERIES DE POTENCIAS
MOTIVACION
En esta unidad se trata de extender la busqueda de soluciones mas alla de las funciones
elementales del calculo. El instrumento mas importante que se necesita es la
representacion de una funcién dada mediante una serie de potencias. La idea basica es
semejante al método de los coeficientes indeterminados, para lo cual se supone que las
soluciones de una ecuacion diferencial dada tienen desarrollos en series de potencias y
luego se intenta determinar los coeficientes de modo que se satisfaga la ecuacion
diferencial.
El objetivo general del presente capitulo es utilizar series de potencias para hallar
soluciones de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden, con coeficientes
variables.
PRERREQUISITOS PARA ABORDAR ESTE TEMA
La base tedrica necesaria para el estudio de este capitulo es la siguiente:
= Comprender los conceptos relativos a las series de potencias y al desarrollo de una
funcién en series de potencias en torno a un punto.
= Conocer métodos elementales para la busqueda de solucion de ecuaciones
diferenciales lineales de cualquier orden.
5.1. Algunas definiciones sobre series de potencias

Del curso de célculo que una serie de potencias en x — a es una serie infinita de laforma,

(o]

Z Cn(x - a)n =cCo+ Cl(X — a) + Cz(x — a)z + .-

n=0
Serie que corresponde a una serie de potencia centrada en a. A continuacion, se listan
algunas definiciones vistas en clases de cdlculo sobre series de potencias.
Convergencia. Una serie de potencias se dice convergente si las sumas parciales {S,,(x)}

convergen, es decir, si el Al,im S,(x) = Al,im S (x) =¥N_, ¢, (x — a)™ existe. Si el limite
—00 —00

no existe en x, entonces se dice que la serie es divergente.
Intervalo de convergencia. Toda serie de potencias tiene un intervalo de convergencia.
El intervalo de convergencia es el conjunto de todos los nimeros reales x para los que

converge la serie.
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Radio de convergencia. Toda serie de potencias tiene un radio de convergencia R. Si
R > 0, entonces la serie de potencias Y '_, c,(x — a)™ converge para |[x —a| <Ry
diverge para |x — a| > R. Si la serie converge sdlo en su centro a, entonces R = 0. Si la
serie converge para toda x, entonces se escribe R = oo,

Convergencia absoluta. Dentro de su intervalo de convergencia, una serie de potencias
converge absolutamente. En otras palabras, si x es un nimero en el intervalo de
convergencia y no es un extremo del intervalo, entonces la serie de valores absolutos
Prueba de la razén. La convergencia de una serie de potencias suele determinarse
mediante el criterio de la razén. Suponga que c¢,, # 0 para toda ny que,

Cn+1 (x - a)n+1 Cn+1

lim

n—oo

= |x — al lim =1L

n—oo

cp(x —a) Cn
Donde, si L < 1, la serie converge absolutamente; si L > 1, la serie diverge, ysi L =1,
el criterio no es concluyente.

Una serie de potencias define una funcién. Una serie de potencias define una funcién
f(x) =YN_,c,(x —a)™, cuyo dominio es el intervalo de convergencia de la serie. Si el
radio de convergencia es R > 0, entonces f es continua, derivable e integrable en el
intervalo (a —R,a+ R). Ademids, f(x) y [ f(x)dx se encuentran derivando e
integrando término a término.

Propiedad de identidad. Si Y>_,c,(x —a)" = 0,R > 0, para los nimeros x en el
intervalo de convergencia, entonces ¢,, = 0 para toda n.

Analitica en un punto. Una funcidn f es analitica en un punto a si se puede representar
mediante una serie de potencias en x —a con un radio positivo o infinito de
convergencia.

Aritmética de series de potencias. Las series de potencias se combinan mediante
operaciones de suma, multiplicacién y divisién. Los procedimientos para las series de
potencias son similares a los que se usan para sumar, multiplicar y dividir dos

polinomios, es decir, se suman los coeficientes de potencias iguales de x, se usa la ley

distributiva y se relnen términos semejantes y se realiza la divisién larga.
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5.2. Resolucion de ecuaciones diferenciales por series de potencias
Las Ecuaciones Diferenciales pueden también resolverse mediante series de potencias.

Una Serie de Potencias de Taylor, posee la siguiente forma general:

y=Ag+A;(x —xp) + -+ Ay (x —x0)" T+ Ap(x — x)" 4 o = ZAi (x — xo)"
i=0

, . 9 o , . ay
Para lo cual esta serie se constituye en solucién de la ecuacién diferencial del tipo, Pl
X

f(x,y) siysolo si cumple las siguientes condiciones:

a. La serie satisface a la ecuacion diferencial dada.

b. La serie toma el valor de y = y, cuando se tiene x = x,; resulta util considerar y, = A,
c. La serie es convergente para valores alrededor de x,

5.2.1. Resolucion de la serie para el caso particular x = 0

En el caso de requerirse una soluciéon que satisfaga y = y,, cuando x = 0, se emplea la

serie de potencias de Mclaurin, cuya forma general estd dada por:
y=Ag+ A x +Ax* + -+ Ay x" T H A e = ZAi X
=0

En la cual se asume que y, = A,, mientras que los coeficientes restantes A; deben

determinarse. Para encontrar la serie que permite resolver la Ecuacion Diferencial, se

aplica lo siguiente:

= Se asume que existe una serie solucién de la ecuacién diferencial planteada.

= Se reemplaza la serie propuesta en la ecuacién diferencial, tomando derivadas de la
serie propuesta hasta el orden que corresponda.

= Se ordena los coeficientes para cada potencia, con lo cual se obtienen férmulas generales
gue expresan a la serie propuesta como resultado de la ecuacion diferencial dada.

= Una opcidn para acelerar el procedimiento de resolucion es el Método de Frobenius,

Ejercicios de aplicacion.

1. Encontrar una solucién en serie de potencias en torno a x = 0 de la ecuacion y’' + 2xy = 0.

Solucion. Considerando que existe una solucién en serie de potencias, se tiene,

dy =
Sty =0- y(x) =;Akxk

144



CAPITULO V ECUACIONES DIFERENCIALES

La tarea consiste en determinar los coeficientes Ay. Para ello, se sustituye los desarrollos
en serie de y(x) y y'(x) en la ecuacion diferencial dada, obteniéndose,
y=Ag+Ax + A,x?% + Agx® + Agx* + Agx® + Agx® + - + Apx™
y' = A; + 24,x + 343x% + 44,x3 + 5Asx* + 64gx° + - + nd,x" 1
Ay + 2A5x + 3A3x2 + 44,x3 + 5A5x* + 64x® + - + ndx™t
+ 2x[Ag + A1x + Apx? + Asx3 + Ayx* + Asx® + Agx® + -+ A,x"] =0
Ay + [24, + 2A0]x + [345 + 2A]x? + [44, + 2A4,]x3 + [5As + 24,4]x* + -+
+ [nd4, + 24, {]x" 1+ =0
Para que la serie de potencias del primer miembro de la ecuacién anterior sea idénticamente
cero, se debe verificar que todos los coeficientes sean iguales a cero. Por tanto, se tiene,
A1 =0, 24, +24,=0, 345 +24, =0, 44, +24, =0,...
Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior resulta los siguientes valores:
2 1 1
A1 =0, A, = -4y, A3 = —§A1 =0, Ay = _EAZ = EAO,
Luego, la solucidn por serie de potencias adopta la forma,

1
y = AO _onz + EAO'XA- + b

Si bien el célculo de estos primeros términos es Util, seria mejor disponer de una formula de
término general para el desarrollo en serie de potencias de la solucidn. Para ello, reescribiendo

la expresidn, manera que las dos series presenten la misma potencia de x, se tiene,

o)

Z nA,x"1 + 2x Z A x*=0
n=0

n=1

Z(k + 1)Ak+1xk + 2 2 Ayx_1x* = 0,y, puesto que la primera serie empieza en k = 0
k=0 k=1

y la segunda en k = 1 se separa el primer miembro de la primera y luego se suman los

coeficientes de igual potencia de x, con lo cual se obtiene,
Ay + ) [k + DA+ 24,45k = 0
k=1

Considerando que todos los coeficientes iguales a cero, obtenemos una relacién de recurrencia

para los coeficientes dados, o sea,
2 A
k+1 k1

Tomando k = 1,2,... y teniendo en cuenta que A; = 0, se obtiene lo siguiente,

Al =0, Ak+1 = -

2 1 1
A2=_A0, k=1, A3=_§A1=O,k=2, A4=_§A2=§A0,k=3,
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2 1 1 2
A5 = __Al = O,k =4‘, A6 = __AO = ——Ao,k=5, A7 = _7141 = O,k= 6

5 3 3!
Con lo cual se observa que,
="
Ayp = — my Ay, paran=123,.. ;4,41 =0, paran=20,1,2,...

Puesto que el coeficiente a, se deja indeterminado, sirve como constante arbitraria y, por

tanto, proporciona la solucién general de la ecuacion,

1 - ()"
yon _onz +§A0x4+"' =A02 n! xzn
n=0

o)

Donde la serie Z

n=0

(-1

n
n') x2n

, corresponde a la serie de f(x) = e‘xz,y por tanto,

.y .y . . —x2
La solucidn de la ecuacion diferencial propuesta esy = Age™

2. Encontrar una solucion en serie de potencias en torno a x = 0 de la ecuacién y’ + y = x?

Solucion. Considerando que existe una solucion en serie de potencias de la forma,

La tarea consiste en determinar los coeficientes Ay. Para ello, se sustituye los
desarrollos en serie de y(x) y y'(x) en la ecuacion diferencial dada, obteniéndose,
y =Ag + Aix + Ayx? + Azx3 + Agx* + Asx® + Agx® + - + Apx"
y' = A; + 24,x + 343x% + 44,x3 + 5Acx* + 644x° + - + nA,x"1
[A; + 24,x + 3A3x2% + 4A4,x3 + 5A5x* + 645x5 + - + nd,x™ 1]
+ [Ag + Ayx + Apx? + Azx® + Agx* + Agx® + Agx® + - + Apx™] = x?
[A; + Ap] + [24, + A{]x + [345 + Ay]x? + [44, + As]x3 + [5As + Ay]x* + -
+ [n4,, + Ap_1] = x?
Resolviendo por analogia entre ambos miembros de la igualdad, se tiene,

A1+A0:0_>A1:_A0

1 1
2A2 +A1:O_>A2:_EA1:EAO

1 1 1
3A3 +A2:1_)A3 :§(1_A2):§__AO

2-3
1 1 1
4A4+A3=0—>A4=—ZA3=—3-4+2.3.4A0
1 1 1
5A5+A4=0:>A5=—§A4=3.4.5—2.3'4-5A0
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Lo cual genera un sistema de ecuaciones donde cada coeficiente Ay, se expresa en

términos de A, es decir, y por tanto se tienen las siguientes soluciones,
1 1
3:4-5-..on 2-3-4-5-

Que al ser reemplazadas en el modelo solucién propuesto, se obtiene,

1
nd,+4,1=0=>4, = _;An—l = Ay

—A+(A)+(1A)2+(1 1A> ( 1+ - A>4
Y =4 o)X T %)X T (37373 3.472.3.279)%

+< . 1 A) 5+ +( 1 ! A)
3.4.5 2.3-4.579)% 3.4.5 2.3-4-50

Que luego de reagrupar términos se obtiene la expresién,

1 2 1 3 1 4 1 5
y=A°[1_x+§x _2-3x to 34" _2-3-4-5x te
1 n
to 31 5 ] [3" _37’“ +'"+3-4-5-...-nx]
1 1
+2(1—x+§x2)—2(1—x+§x2)

y luego de comparar con los desarrollos de series de potencias de ciertas funciones
(anexo E), se obtiene como solucién de la ecuacién diferencial propuesta la expresion:
SolL.y =Age™*—2e*+2—-2x+x%=Ce™*+2—2x+ x?

3. Encontrar una solucidn en serie de potencias de la ecuacion diferencial bajo condicién inicial

siguiente,
d?y X .
@+x y=0;y(0)=0;y(0)=1

Solucion. Considerando que existe una solucidn en serie de potencias de la forma,

d2
d—x}21+x2y=0,—> y= ) Ax"

La tarea consiste en determinar los coeficientes Ay. Para ello, se sustituye los desarrollos
en serie de y(x),y'(x) y ¥"'(x) en la ecuacion diferencial dada, obteniéndose,
y= Ag+Aix + Ayx? + Azx3 + Ayx® + Asx® + Agx® + - + A x™
y' = A; + 24,x + 343x% + 44,x3 + 5A5x* + 64gx° + - + nA,x"1
y" =24, 4+ 3 243x +4-34,x2 +5-44x3 + 6 - 54x* + -+ n(n — 1)A4,x" 2
Reemplazando las expresiones anteriores en la ecuacion diferencial propuesta, se tiene,
[24, +3-243x +4 - 34,42 +5-44:x3 + 6 - 5A4¢x* + -+ n(n — 1)A4,,x" 2]
+ x2 [Ag + Ayx + Ayx? + Agx3 + Ayx® + Agx® + Agx® + - + Apx™]
=0
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[24,] + [3 - 243]x + [4 - 3A4 + Aglx? + [5 - 445 + Aq]x® 4+ [6 - 5Ag + Axlx* + -
+[n(n—1A,+A4,_,]=0

Para que la serie de potencias del primer miembro de la ecuacidén anterior sea idénticamente

cero, se debe verificar que todos los coeficientes sean iguales a cero. Por tanto, se tiene,

24, =054, =0; 3-24;=0-A;=0

4‘3A4+A0=0_)A4=_ Ao, 54‘A5+A1=0_>A5=_

Ay

3:-4 4-5

1
A2=O, 76A7+A3=0_>A7=__A3=0

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior resulta los siguientes valores:

1
T (m=-5m-4)(n- 1)‘4”‘4

Que al ser reemplazadas en el modelo solucién propuesto, se obtiene,

nn—DA, +4, 4 =0=4, =

1
y =Ag + Ax + 0x? + 0x3 —— Agx* + Ayx5 4+ 0x® + 0x7 + 8

34 4-5

3.4.7.820%

1

Ax® + - n
Xttt

*T 589
. 1
4-5-8-9-..-n

Para luego de reagrupar términos obtenerse la expresion,

Apx™1

x4 x8 le
y=A°l1_3-4+3-4-7-8_3-4-7-8+"'l
5 x9
+A1lx—4'5+4'5.8.9+---l,esdecir,

x4n

yZAO;(_l)n3-4-7-8-...-(4n+3)(4n+4)

x4n+1

n
A —1)"
* 12( )4-5-8-9-...~(4n+4)(4n+5)
=

Luego, aplicando las condiciones iniciales, se determina el valor de las constantes A, A1, 0 sea,
x=0-y=0,yportanto,4, =0
x=0-y" =1yportanto,4; =1
x4n+1
4.-5:-8:9-..-(4n+4)(4n+5)

n
Luego, la solucidn final es,y = Z(—l)”
i=0

4. Resolver por series de potencia la ecuacion diferencial de coeficiente variable siguiente,
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d’y = dy
—+x—+y=
dx? dx 7
Solucion. Considerando que existe una solucion en serie de potencias de la forma,
d’y = dy N
_ _ k
W”E”_ Oﬁy—kz;Akx

La tarea consiste en determinar los coeficientes Ay. Para ello, se sustituye los desarrollos

en serie de y(x),y'(x),y" (x) en la ecuacion diferencial dada, obteniéndose,

n
y = Z = Ag + Ay x + Ayx? + Azx® + Agx® + Asx® + Agx® + - + A x"
i=0
y' = A; + 24,x + 343x% + 44,x3 + 5Asx* + 64gx° + - + nd,x" 1
y" =24, 4+ 3 243x +4-34,x2 +5-44x3 + 6 - 544x* + -+ n(n — 1)A4,x" 2
Que luego de sustituirse en la ecuacion diferencial propuesta, se obtiene,
[2A, + 3 2A43x + 4 -34,x%2 +5-4Ax3 + 6 - 54gx* + -+ n(n — 1)A,x"2]
+ x[A; + 24,% + 3A3x% + 4A4,x3 + 5A5x* + 64,x5 + - + nd,x" 1]
+ Ag + Ajx + Axx? + A3x3 + Apx* + Asx® + Agx® + -+ 4,x™ =0
[24, + Ag]l + [3- 245 + Ay + Ay]x + [4- 34, + 24, + A,]x?
+ [5-4A5 + 345 + A3]x3 + [6 - 5A¢ + 44, + Ay]xt + -
+[nn—DA,+ (n—2)A,_, + A4, ,]x"2=0
Para que la serie de potencias del primer miembro de la ecuacion anterior sea idénticamente

cero, se debe verificar que todos los coeficientes sean iguales a cero. Por tanto, se tiene,

1
2A2 +A0:0_)A2 :__AO

2
2
324+ A+ A1 =05 Ay — Ay
3 3
4:3A4+ 243 + Ay =05 Ay = — 5 Ay = o—— Ao
4 24
5445 +3A3+ A3 = 00 Ag = — Ay = o——— Ay
5 1-3-5
654+ 44y + Ay =05 Ag— Ay = —o—— —— 4

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior resulta los siguientes valores:
n—1

[Tl(Tl — 1)An + (Tl — Z)An_z + An_z]xn_z =0= An = —m/ln_z

Luego, la solucion por serie de potencias adopta la forma,
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_ 1 2 2 3 3 4 2-4 5
y—A0+A1X—§AOX —2.3A1X +2.3.4A0X +mz‘11x
1-3-5 p
T73.4.5.600
xz  x* x© x3  x° x7
y:A°l1_7+2-4_2-4-6+'"l+A1lx_?+3-5+3-5-7+'"

2n x2n—1

— _ n — n
y_AOZO( D 2-4-6-8-...-2n+‘41_zo( A I B
L= 1=

5.2.2. Resolucién de ecuaciones diferenciales en puntos x = 0

dy
Se trata de resolver problemas de ecuaciones deferenciales de la forma: Ix = f(xy)

Y para el caso en que se tengan ecuaciones diferenciales que requiera una solucién
particular que cumpla la condicion y = y, = Ay, cuando x = x,, se puede aplicar un
cambio de variable, o sea,

d d
U=x—xg - d—i = d_%)\c]
Con lo cual, el proceso de solucién correspondera al de x = 0, y usando la serie de
potencias de Mclaurin, se tendrd la forma general siguiente:
y =Ap+ Aju+ Au? + Azud + Aut + Agu® + Agu® + - + A u
6. Encontrar una solucion en serie de potencias en tornoa x = 2 de la ecuacion y” + xy = 0.
Se trata de resolver la ecuacidn diferencial, en potencias de x — 2, para lo cual, realizando

el cambio de variable y, por la serie de Mclaurin, en la nueva variable asignada u,

2

siu = x — 2,entonces,y”’ + xy =0 - d_x)zl + (u+ 2)y = 0,y considerando,

y = Z A o™ = Ag + Aju+ Au? + Agud + Agut + Asu® + Agub + - + Apun
0

y" =24, 4+ 3-24A3u+4-34,u® +5-4Aud + 6 - 5A.ut + -+ n(n — 1) A u" 2
osea,[24, + 3 - 24zu+4-34A,u? +5-4Aud + 6 - 5A.ut + -+ n(n — 1A, u"?]
+ (u+ 2)[Ay + Aju + Ayu? + Azud + Aut + Agu® + Agub + -
+A,u"] =0
Sustituyendo los desarrollos en serie de y(x) y ¥"'(x) en la ecuacion diferencial dada, se obtiene,
[24, + 240] + [3 - 245 + Ag + 24, Ju + [4 - 34, + 24, + A |u?
+ [5- 445 + Ay + 243]ud + [6 - 544 + 24, + AzJu* + -
+[n(n—1DA, + 24, , + A4, 3Ju"2=0
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Para que la serie de potencias del primer miembro de la ecuacién anterior sea idénticamente
cero, se debe verificar que todos los coeficientes sean iguales a cero. Por tanto, se tiene,

2A2+2A0:0_>A2:_A0

3.2/13+A0+2A1=0—>A3:%[—AO—AJ__%AO_%A1

1 1 1
4-3A, + 24, +A1:0—>A4=3f4[_2,42_,41]:8140_EA1

4 1 1
5-4As +Az+2A3=0—>A5=4—.5[—2A3—A2]=EA0—%A1

1 1 1
6.5AG+2A4+A3=O—>,c16=m[_,43_2,44]=_ﬁ,¢10_|_5141

Lo cual genera un sistema de ecuaciones donde cada coeficiente Ay, se expresa en

términos de A, es decir, y por tanto se tienen las siguientes soluciones,
1
An_y
n=-5mn-4)(n—-1n

Reemplazando en la ecuacidn diferencial y ordenando para las constantes A, y A;, se obtiene,

n(n— 1A +24p_5 +Ap3 =0 - A, =

= Ay + Aju + (—Apu? + lA —lA 3+ 1A —lA 4
y=Ap+Au+ (—A4yu 6031u 60121u

1 1 ; 1 1 .
+ (EAO + %A:l)u + <__A0 +_A1)u + b

180 60
Luego de reagrupar términos se obtiene la expresion
1 1 1 1
=A. 11— 2 _ —,,3 4 5 __- .6 ]
y 0[ u 6u +6u +15u 180u +
1 1 1 1
A _ .3 _ A, _— .54 _— 6 ]
+ 1[u 3u 12u +30u +60u +

Y retornando a la variable original, u = x — 2, se obtiene finalmente:

1 1 1 1
Sol.y=A0[1—x—22—gx—23+€x—24+Ex—25—@x—26+---]

+A[ 2 1 23 1 24+1 25+1 26+]
1]¥ 3% 12°* 30" 60~

5.3. Resolucion de ecuaciones diferenciales en puntos singulares

A partir de la ecuacién diferencial de segundo orden.

d?y dy
Po() 73+ PL(x) -+ P2(x)y =0

Donde Py(x), P;(x) y P,(x) son polinomios, ademas si Py(x) = 0, entonces en x = a

se dice que existe un punto singular, de manera que al aplicar directamente lo visto
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anteriormente en series de potencias alrededor de x # 0, no es posible hallar una

solucion, por lo que la busqueda de la solucidn consiste en aplicar una serie de tipo,

XJ:§:‘4nxn.::EE:Anxn+r

8. Resolver la siguiente ecuacion diferencial que tiene un punto singular,

d’y _dy
JXZZ;E'+ 22{;'+ Xy =0

A partir de la férmula de recurrencia, se establecen los valores de r que determinan

dos series, o sea,

y = Z Ay x™T = Agx” + Ajx™ T+ Ax™? + Agx™3 + Ayx™HE 4+ A x™H

Yy =Apx" TP+ A (r+ D"+ Ay (r + 2)x™H + As(r 4+ 3)xTT2 A (r + DT+

y' ' =Ar(r—Dx" 2+ A r+ Drx" A, + 2)(r + Dx” + A;(r + 3)(r + 2)x" L + -

Expresiones que al ser reemplazadas en el ejercicio dado y después de efectuar operaciones

nosllevaa, xy" +2y' + xy = (r> + r)Ag,conlocual,r = —-1;7r=0; 4, =0, y,

A, = ! A
" +n+n+1

n—2, Ppor tanto, se tiene,

xT12 x4
v = [x T3 GO+ DG DT 1)
xr+6
+ r+2)r+3)..(r+7) i l

La expresién anterior puede ser escrita finalmente como sigue:

x2 4 e a—
So. y=A4)[1—-—=+——|+By|l ——=+—+ "

! 3! 5l
5.4. Resolucion de ecuaciones diferenciales mediante series especificas
Existen algunas ecuaciones diferenciales cuya solucién se define a través de series
especificas, entre las cuales se pueden destacar las siguientes.

5.4.1. Ecuacion diferencial de Legendre

Se llama ecuacion de Legendre a la ecuacién diferencial

d*y dy
— < _2x—= Dy = eR
T2 X +ala+1)y=0,cona

Para resolver esta ecuacién diferencial mediante series de potencias, se busca que la

(1—x2)

solucién se extienda en un intervalo hasta el oo, para lo cual se realiza el cambio de

variable definida por z = 1/x alrededor de x = 0, o sea, se tiene,
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d?y dy 1
(1—-x?)—=—2x—+ a(a + 1)y = 0, considerando el cambio, z = —, se tiene,
dx? dx x

d? d
(z* - z?) £y Y + a(a + 1), al considerar la serie respectiva,
dx? dx

(00} oo
y=2z" Z Apz" = Z A,z™7", cuyo desarrollo corresponde a,
r=0 n=0

y=(Ag+A1z+Az? + A3z3 + Azt + Agz® + Agz® + -+ A z)z"
y=Apz" + A1z + Az 2 + Az + Az + Az + Agz"TC + o+ Az
y =140z + (r+ DA z" + (r + 2)A,2" 1 + (r + 3)A32"% + (r + 4)A 273
+ ..
y'=r(r—1DAz" 2+ (r+DrAz7 '+ (r+ 2)(r + 1A,z"
+ (T +3)(r+2)A3z" 1 + -
Expresiones que, al ser reemplazadas en la expresién inicial, proporciona,
Z*=z)[r(r— DAz 2+ (r+ DrdzZ7 1+ (r + 2)(r + 1)A,z"
+ (T +3)(r+2)A3z2" + -]
+223[140z" Y+ (r + DA 2" + (r + 2)A,2"t 1 + (r + 3)A32"+2
+(r+4)A,z2"%3 + -]
+p(p+ D[Agz" + A1z"™ + Ay 2™ 2 + A3z" 3 + A 2" 4+ Az
+ Az + -+ 4,27 =0
{(-rr—D+al(a+ D}4pz" + {—r(r + 1) + a(a + 1)}4,2z"*1
+{[-r(r+ D +2)+a(a+ D]A, + r(r + DA}z *?
+{[-r+n)+n-D+a(a+DJA, + (T +n-2)r+n
— DA, 3z 4 =0
r+n-2)r+n-1)

A =04, = r+n)@r+n-1)—-pp+1) "7
y
P r(r + 1)z?
o r+1D)r+2)—ala+1)
r(r+ 1)(r+2)(r+3)z*
e F D2 —a@+ DI+ +4) —a(@+ D]

r(r+ D)+ 2)(r+3)(r+4)(r+5)z°
r+Dr+2)—ala+D][Tr+3)r+4) —a(a+ D] +5)T+6)—a(a+1)]

+}

T
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Donde al derivar y reemplazar se determinan las formulas de recurrencia. Ademas, siempre

se procura que la serie dependa de una sola constante. El intervalo de convergencia de la
. . . . . 1 3
serie de potencia corresponde al intervalo |x| > 1,siysolosia = + > A= i;,

Al igualar la ecuacidn diferencial con el primer término de la serie, se obtiene,

d’y _ .dy .
i 2z I +ala+Dy=[-rr—1) +ala+1)]Ayz

=r+p)(—r+a+1A,z"

(z* — z%)

Si,(r+a)(—r+a+1)A,z" =0,esdecir,r = —a;r=a +1

Para, r = —«a
B a a(ea—1) , ala—D(@-2)(a-3) ,
Y1 = Aoz ll_Z(Za—l)Z " e -D2a=3) °
ala—1D)(a—2)(a—3)(a—4)(a—5) 6
"~ 2-4-6a—1)(2a -3)2a—5) Z+"'l
a ala—1) . ala—D(a—2)(a—3) _
yi=Aoxt 1= o Ty * i 2 42a-D2a-3) * )
a(a—1)(a—-2)(a—3)(a-4)(a—-5) _,
T 2.4-6Qa-D2a-3)2a-5) +l
r=a+1

(a+D(a+2) _ (a+D(a+2)(a+3)(a+4) 4
2(2a +3) 2-4(2a +3)(2a + 5)

_@+D@+)@+H@tH@+H@+o l

yp = AgzP*? ll +

2:4Q2a+3)2a+5QRa+7)

(@+D(a+2) , (@+D(@+2)(a+3)(a+4) _,
22a+3) 2 4Q2a+3)(2a+5)

(@+D(a+2)(@+3)(a+d(a+5)(a+6) _,
- 2-4Q2a+3)Q2a+5QRa+7) +l

yp = Agz 1 [1 +

Lo cual se escribe de manera simplificada como: y =y, + y,
5.4.2. Polinomios de Legendre
En el andlisis de ecuaciones diferenciales ordinarias, los polinomios de Legendre son las

soluciones de las ecuaciones diferenciales de Legendre, cuya forma es la siguiente.

j_x (1—x2) %Pn(x) |+ e+ RGO =0
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Al considerar la solucién y; para cada valor de p, se define una funcién u,(x) que se

constituye en solucidon de la ecuacion diferencial de Legendre, estas funciones son:

3x

U (%) = L uy (%) = x;u,(x) = x2 ~3 uz(x) = x3 g
k(k—1)(k—2)(k —3)....

2nnl 2k — 1D)(2k—3) .. (2k—2n+ 1) "

k—2n

por tanto, u,(x) = Z(—l)"
i=0

Los polinomios de Legendre se definen con respecto a estas funciones como sigue:

(2p)! 1-3-5-..-2p—1)
Ro(x) = s () = —

u,(x),p =0,1,2,3 ...

Po(x) = 1up(x) =1
Py(x) = 1uy(x) = x

1.3 3,
P(x) = 5 ue(x) =5x" -5

P3(x)=1 3'5u3(x)=—x3—§x

3! 2 2
pw _173:5°7 o 35, 15, 3
4(x)—Tu4(x)—§x — 27X tg
iy 173°5°79 63 . 35, 15
5(x)—Tu5(x)—§x X +§x

donde cada uno de estos polinomios con el correspondiente valor de p, constituyen
una solucion particular de la ecuacion diferencial de Legendre.
5.4.3. Ecuacion diferencial de Bessel
La ecuacién diferencial de Bessel es aquella que adopta la forma:
2

xzd—y+xd—y+ (x> —k¥)y =0

dx? dx
Para resolver esta ecuacion diferencial mediante series de potencias se toma la siguiente

ecuacion de recurrencia:

S PN o oI
x ﬁ+xa+(x —k)y=0->y=x ZAnx —ZAnx

n=0 n=0

Al sustituirse los desarrollos en serie de potencia de y(x),y'(x),y"(x) en la ecuacién
diferencial dada, se obtiene,
y=Apgx" + AixTT 4+ Ax™2 4 Agx™3 + A xTT + Agx TS 4+ A xR
Y =1dApx™ + (r+ DAX" + (r + 2)A,x" + (r + 3)A3x"% + (r + 4) A3
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y'=r(r—1DAx" 2+ T+ Drax" 1+ (r+2)(r + 1)A,x"
+ (r+3)(r+2)Ax" + -
Expresiones que combinadas en la ecuacion diferencial y efectuando las operaciones
respectivas, nos conduce a,
x2[r(r—DAgx" 2+ (r+ Drd;x" 1+ (r + 2)(r + 1) A,x"
+ (r+3)(r + 2)A3x™ 1 + -]
+x[rAox" 1+ (r + DAx" + (r + 2)A,x™ 1 + (r + 3)Azx" 2
+ (r+4)Ax™3 + -]
+ (x2 —k?) [Agx” + Ayx™ 1 + Apx™2 + Agx"F3 + Ay xTT + Agx TS
+ -+ A" =0
{(r2 =k Apx" + {(r + D? — kA x" TP + {[(r + 2)? — k?]A, + Ap}x"t2 ...
+{[(r+n)* —k?]A, + Ay 3x™ "+ =0

1

S N
y = Agx" {1 - ! x? + ! x*

0 T +2Z—k2" [ +27— KA + D2 — k7]

+ . ®+ }
[(r+ 2)% — k2][(r + 4)% — k2][(r + 6)% — k2]
d?y dy

x? d_ZJZI + xd—z + (x2 —k?)y = {r? — k?}Ax"
{r? — k?}A,x" =0, cuyasraicesson, r =k;r = —k

Para el caso en que, r = k, se tiene,

1 1 1
_ k{1 _ 2 4 _ 6
Y1 = Ao {1 kD T Gr D+ T PI kT DR+ 2K +3) +"}

Para el caso en que, r = —k, se tiene,

_Ax—k{l_ 1 x2+ 1 x4—_ 1 x6+...}
Y1 = 4o 21—k T -ne2-Kk* B30 -KbZ-kGB-k)

Siendo la solucion final, y = y; + y,

En esta solucidén se considera lo siguiente:
» Parak =0, se verificaque y; =y,

* Parak < 0, solo estd definida y, y no y;

» Parak > 0, solo estd definida y; yno y,
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5.4.4. Funciones de Bessel
Con respecto a la solucién mediante series de potencias de la ecuacién diferencial de

Bessel, las funciones de Bessel de primera especie se definen por,

_ 1 _ (.X')k { 1 1 (X)Z + 1 (X)4 1 (X)6 + }
Sk = =) W (k+D1\2) " 21(k+2)!1\2)  3I(k+3)1\2
Donde se verifica que J_x(x) = (=1)*J,(x), siendo k € N,con k > 0
Al reemplazar k = 0y k = 1 se obtienen las primeras funciones de Bessel en su orden

respectivo o sea,

6

1 =1- 5 (3) + 5 (0) — a5 () +-

1 2 1 4 1 6
ho= Q1@ *ze®) w6 ]

Debe recordarse que todas las funciones de Bessel son soluciones particulares de la
ecuacion diferencial de Bessel.
También debe recordarse que una funcidn caracteristica de la funcion de Bessel es:

X 1 >
ef(t_?) = z Jot™, expresion que permite obtener las propiedades de la

n=-—oo
funcion de Bessel.
5.4.5. Propiedades de las funciones de Bessel

A partir de la serie que define a la funcidn de Bessel, se tienen las siguientes propiedades:
2n
P1. ]n+1(x) = 7]71 _]n—l(x)

1
P2. J oy = > [n-100 = Jns100]
P3. x],n(x) = n]n(x) - x]n+1(x)

P4. x],n(x) = x]n—l(x) - n]n(x)
d n n
P5. a[x ]n(x)] =X ]n—l(x)

d -n -n
Pé6. a[x ]n(x)] = —X ]n+1(x)
P7. ]l(x) = ,/2/mx sen(x)
2
P8. ]_1(x) = ,/2/mx cos(x)
2
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5.5. Resolucion de ecuaciones diferenciales por el método de Frobenius
El método de Frobenius es una forma de hallar una solucién expresada como serie
infinita para una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden que tenga la forma:

2/I+ () l+ _0 I_du H_dzu
Z°U p(z)zu’ + q(z2)u = 0,conu =1 yu =172

en un entorno reducido de un punto singular regular. El método de Frobenius permite
crear una solucidn en serie de potencias de esa ecuacidn diferencial, con p(z) y
q(z) analiticas en 0 o, siendo analiticas, si sus limites en 0 existen (si son finitos).

La serie de Frobenius presenta la siguiente forma general:

y=x" zAnx” = Z Apx™T

= Agx" + Apx™ 4+ Apx ™2 4 e A x4 AT
Donde 4,, = 0, paran < 0, la presencia de r otorga flexibilidad en el primer coeficiente
que no necesariamente puede ser 4.
Para resolver una ecuacion diferencial por el Método de Frobenius, se siguen los
siguientes pasos:
= Se considera una forma general de la serie, luego se determinan derivadas que
precise la ecuacion diferencial.
= Se reemplazan las expresiones asumidas de la serie de potencia, se modifican los
subindices de los coeficientes A;, de manera que las potencias sean iguales, se ordenan los
coeficientes, obteniéndose las férmulas de recurrencia a partir de la ecuacién indicial.
En las Ecuaciones ordinarias puede emplearse directamente la forma general: Y57y A, x"
8. Resolver la siguiente ecuacion diferencial por series, empleando el método de Frobenius:

y'+y=0
’y
En la ecuacion diferencial TxZ + y = 0, se propone como solucién y = z Apx

A partir de la serie propuesta como solucidn se obtiene,

y = Z A,x™al tomar su derivada, y' = Z Apx™ 1t y" = Z Apn(n —1)x"2

Al reemplazar en la ecuacién diferencial propuesta, se tiene,

z An(n—1)x"2 + Z A,x™ =0

n
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Se busca que la potencia de x™ y x™~2 sea la misma, se realiza el cambio de n + 2 en
lugar de n, lo cual modifica el primer coeficiente, de esta manera se logra la ecuacién

indicial, es decir,

ZAn+2(n +2)[(n+2) —1]x" + ZAnx" =
Z[An+2(n +2)(n+1)+4,]x"=0

Puesto que x™ no puede ser cero, entonces, A, ,(n +2)(n+ 1)+ A4, =0

1
n+2)(n+1) An

Luego, la ecuacién de recurrencia es: A4, = —

A partir de n = 0, se determinan los restantes coeficientes, o sea,

1
A2= 2. 1A0
1
A3=_ﬁA1
A, = - A, = - A
4T 4.37274.3.2.17°
Ac = - A, = 1 A
57 4.3 3_5-4-3-2 1
_1\n

Finalmente se obtiene como solucidn:

x2n+l
}’Z(—)(Z), ()m

Como las series de potencias de los coeficientes se conocen, entonces la solucién en

forma general corresponde a: y = A, Cos(x) + A; Sen(x)

9. Mediante series de potencia de x, determinar la solucién general de xy"' + 2y’ +
xy = 0.

Solucion. Asumiendo la solucién alrededor del punto x, = 0,se tiene que verificar que
clase de punto es, en este caso P(x) = x entonces P(x,;) = 0 por lo tanto x, = 0 es el
punto singular.

Luego se verifica si es singular regular.

. : 2 .
i) lim,_,,, (x — x0) % = lim,_,o(x) (;) = 2 = P,(existe)
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R(x)

)My (r—x0) (2) o lim,,_,5(x)2 (;—C) = 0 = q,(existe)

Los dos limites existen, por lo tanto xyes un punto singular regular.
La formula de la ecuacidn indicial, establece:

rr—1) +per+q,=0

rr—=1)4+2r=20

r(r—1+4 2) = 0,se obtiene quer(r —1) =0

Las raices de la ecuacion indicial son: r; = 0,yr, = —1

Asumiendo la solucién como:

y= ) a,x"™", ag#0
n=0

Obteniendo la 12 y 292 derivada:

y' = Z a,(n +r)x™rt gy = Z a,(n+r)(n+r—1)x""2
n=0 n=0

Reemplazandoy,y’,y"'en la ecuacion diferencial xy" + 2y’ + xy = 0, se obtiene:

oo . o
x Z ap(n+r)(n+r—1Dx"7% 42 Z a,(n+7r)x™" 1+ x Z a,x™" =0
n=0 n=0 i
Se introducen los coeficientes de cada sumatoria:
o8] © -
z a,(n+r)(n+r— x4+ Z 2a,(n +r)x"" 1 + z a,x™" =0
n=0 n=0 —

Se iguala las potencias de todas las sumatorias, en este caso a: n + r — 1 haciendo un
cambio de pardmetro en alguna en la tercera sumatoria.

m—1=n+1

Sin = 0,entonces m = 2

n=m-—2

luegom=n

La nueva ecuacion queda asi:

z a,(n+r)(n+r— x4+ Z 2a,(n+ r)x™7T 4 Z A x™7 1 =0
n=0 n=0 n=0

Se iguala los subindices de cada sumatoria al mayor de todas, en este caso a n = 2 luego

se desarrollan dos términos en la primera y segunda sumatoria:
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ac)r—Dx" 1+ a,(r+ Dr)x" + 2a,(r)x""1 + 2a,(r + 1)x"

00] (o]
+ Z a,(n+r)(n+r—1D)x™"1 4+ Z 2a,(n + r)x"*tr-1
n=2 n=2

+ z 2a,(n + r)x™r-1
n=2

Se agrupan los coeficientes de cada sumatoria en una sola sumatoria:

ac)r—Dx" T+ a,(r+ D@)x" + 2a,(r)x"™"1 + 2a,(r + 1)x"

+ Z [a,(n+7)(n+7r—1)+2a,(n+71) +a,,]x""1=0

n=2

lgualmente los coeficientesde "1y x":

Parax""1,setiene: ag(r)(r — 1) + 2a,(r) = 0

Como a, # 0,se obtiene (r)(r —1) + 2(r) = 0 que es la misma ecuacion indicial
anterior.

Parax”, se tiene a,(r + 1)(r) + 2a;,(r +1) =0

En este caso a, si puede serigualaceroa; =0

La ecuacién de recurrencia es:

a,(n+ryn+r—-1)+2a,(n+r)+a,_, =0

Despejando el valor de a,, se obtiene la formula de recurrencia general:

_ An—2

=— . V> 2
n nm+r)n+r—10+2n+r)"

Reemplazando la raiz mayor r; = 0 se obtiene la formula de recurrencia particular para

la primera solucidn:

an—>» an—2

= — =, V>2
= T mm - D+ 2 M T T w7
2 Qg ap
= d = — = —
n 2= BT 3
n=3- az = (;)124),;991”0 a, = 0 entonces a; =0
4 a Ao Ao
n = e d a = — — —_—
* @G) @GB)M@EG) 5
5 B _ o
n=5- Az = — =
° (5)(6)
a a a
n=6— ag = 4 0 0

OO @®G60 7

161



CAPITULO V ECUACIONES DIFERENCIALES

TR YT o®
Entonces la primera solucién para el valorde r = 0 es;,:
o
Y, = Z anx™ = [ag + ay + azx® + azx® + agx* + asx® + agx® + a;x’] + -
n=0

Reemplazando los coeficientes en la solucién

Ao Qo Qg
yi= ) a,x" [a0—§x2+ g x* — 7|366+ ]
n=0
B 1 1 1
—ao[l—gx +§x —%x + - ]
had (—=1)"x2n (_1)nx2n+1—1 o (=1)nx2n+1
= _— t , = = -1 _—
Y11= 2n+ D) entonces, » Cn+1D) . 2n+ D!
= = n=

y: = x" 1Sen (x)

Por tanto y,lo podemos encontrar de la siguiente forma:

2

e—fp(x)dx P

_ — -1
Y2 = V1 ()’1)2 ———dx =x Sen(x)j ‘ZSenZ(x)d

-2

x
Y, = x‘%’en(x)fmdx = x‘lSen(x)szcz(x)dx

y, = x 1Sen(x)[—ctg(x)] = —x1Cos(x)
La solucién general:

y =Cix"1Sen(x) + C,x 1Cos(x)
2

d d
10. Resolver x? d—szl + (x? — 3x) % + 3y = 0, alrededor de x, = 0

Considerando, p(x) = x%2 - p(x,) = 0, es singular
+o0

x? z C,n+7r)(n+r—1)x"r2
n=0

+00 +
+ (x% — 3x) Z C,(n+r)x™ 14+ Z C,x™7" =0
n=0 n=0

+oo
Z C,n+r)(n+r—1)x™"
n=0
+00 +00 +oo
+ Z C,(n+r)x™tr+l — Z C,(n+7r)x™" +3 Z C,x™7 =0
n=0 n=0 n=0
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Z[(n +r—=3)(n+7r—1)]C,x"" + z C,(n+r)r™*1l =0
Z[(n +r—3)(n+7r—-D]Cx™" + z Cosy(n+7—1x™ =0
[(r=3)(r—1)]Cyx"
+ Z[[(n +r=3)m+r—D]C+ Mm+71—1DChyq|x™ =0

[(r—=3)r-1D]C,=0->r-3)r—-1)=0->r,=3r,=1r, —r, = entero

Cn-1

[(Tl+T—3)(Tl+T—1)]Cn+(n+T—1)Cn_1=O—>Cn=—m

>1

ynz=z

Cn-1
n—-2

r1=3—>Cn=—C’:1;n21 rn=1-0C,=— ;n = 1No esta definida para

n = 2 la primera solucion sera utilizando r; = 3

Co _ Co
n - C; 1o
G _Go
n - C, 2" 2
B GG L x x* x3
n—3—>C3——?——§ - y1(x) = Cox 1_ﬂ+§_§+"

es decir, y;(x) = Cox3e™™

Por otro lado, y,(x)
e—fp(x)dx
Y1J~ e dx
e_flidx x3e™* e*
=x3e‘xfmdx =x3e‘xf—dx :x3e‘xfﬁdx

xée—Zx
+00
—1 nxn—3
yo(x) = x3e‘xf Zde
n!
n=0
-1 to n,n—3
-1
= x3e‘xf (x‘3 e Z %) dx
2 n!
n=3

400
x 2 Inx (=1)"x"2

— 3~ X | _ + -1 + —+ _— .
xe ( 2 2 sl (n—2)
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+00
Inx x? —Dma
Luego se tiene, y,(x) = y12 +xie™ (‘7“‘_1 T 3(n! (31—2)>

n=

11. Resuelva la siguiente ecuacion diferencial alrededor del punto x, = 0

d*y dy
(xz—x)w+(3x—1)a+y= 1

p(x) = x? = p(x,) = 0, Es singular

+00
(x? — x) z C,n+r)(n+r—1)x"72
n=0

+00 +oo
+(Bx—-1) Z C,(n+7r)x™" 14+ z Cox™" =0
n=0 n=0
+o0 +o0
Z Co(n+r)((n+r—1)x™" — Z C,(n+r)(n+r—1)x"tr1
n=0 n=0

+00 +00 +00
+3 Z Co(n+1r)x™" — Z C,(n+7r)x"" 1+ z Cox™7 =0
n=0 =0 n=0

+00 +
[(n+7)(n+7—1) +3(+7) + 1]Cux™T — Z(n +7)2C, XM = 0
=0 n=0

3

+00 +

Z[(n F P+ —1) 430+ +1]Cx™ =) (47 + 1)2C,, x™ = 0

n=0 n=1
+00

—[r?Cox™ + ) [[(n+1)(n+7—1)+3(n+1)1]C, — (n+ 71+ 1)2Cpyq[x™" =0
n=0

—[TZ]CO = 0—>T‘1 =1 = 0

[(n+r(n+r—-1)+3n+7r)+1]C, — (n+7r+1)2C, 44

_[(n+r)(n+r—1)+3(n+r)+1]Cn_
m (n+r+1)2 =

—_

1n=0->0C4+1=C;n=0
La primera solucidn sera utilizandor; =0

n=1-C; =(,
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n:2_>C2:C0

1
n=3-0C;=0C :>y1(x)=C0x°[1+x+x2+x3+...]-'-yl(x)zCol_x
e~/ p(x)dx
7200 = [ S
V1
3x-—1
1 e‘fmdxd
_1—xf x2e2x x
1 fx‘l(x—l)zd 1 fld o) = C Inx
= = —_ - =
1—x 1 2 T TV 11—«
(1—x)
Inx
yh(x):kll—x+k21—x
1 Inx
1—x 1—x 1
Yp(X) = wyr +upy, > W = 1 Inx 1 ~ X —12

x—12 (x—1D2 x(x—1)

U = _fg(x)yz dx = —f( ! )(;ix )x(x—l)zdx =flnxdx = —x + xlnx

w x%—x X

u2=]g(;3y1dx=j(x21_x>(1ix)x(x—1)2dx=—fldx=—_x

Inx X

1
yp(x):ulyl +uZy2:(_X+XIHX)<1_x>—x1_x:x_1

@) = k 1 K lnx+ X
X) = 11—« 21 —x

x—1
Problemas propuestos

A. Resolver por series de potencias en x = 0 las siguientes ecuaciones diferenciales:

oo
n

x
1. y'—y =0, Sol y=AOZF=AOex
n=0

o)
n

; X (—1)™x™ _
2. "=y =0, SO]-J’:AOZF+A1ZT=Aoex+A1ex
! 4 !

n=0 =0

o (_1)nxn+1
3. (x+1)y —1=0, Sol y=AOZW=AOIn(x+1)
n=0
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4. y' —x?y =0, Sol. y =4, Z M = A,e* /3

n=0

5. (2x — 1)y’ +2y =0, Sol. y = 4, Z(n +1)xm

n=0

B. Resolver por series de potencias en x = 0 las siguientes ecuaciones diferenciales de

condicidn inicial dada:

2 3 4 5

L (1-x)y +y=x+1 y(0)=0SoL y = x + =+ o=+ o+ ——+
' Yy Ty =xm L Y=L Y =X T 3734 1.5

had (_1)n+1xn
2.y"+y' —xy =0, y(0)=1, y'(0) =0 Sol. y = 1+ZT
n=0 |
4 2
3.y"—(x+1y=0, y(0)=1, ¥'(0) =—-2 Sol. y =1 — 2x + 2x? —§x3 +§x4 —

C. Resolver por series de potencias usando el método de Frobenius de las siguientes

ecuaciones diferenciales:

Ao (=1)"x" Al(—l)”xnl

1. 4xy" +2y'+y =0, Soly= 1/22
xy"+2y"+y=0, SolLy=x 0[(2n+1)! + 7]
n=

n d n
X

A -1/2 Z
Cn+ 1" ni2n

n=0

X
2. 2xy"+(3=x)y' =y, Soly =4, Z
n=01 3:5..

3. 2xy" +(x+ 1)y +3y =0, Soly
1 I 7x  21x?

1
= 211 == 2[1 — 3x2 34 ...
Apx2 |1 6 + 20 + l+A1x [1—3x%+2x> + -]
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CAPITULO VI

TRANSFORMADA DE LAPLACE
MOTIVACION
Como se manifestd en capitulos anteriores, resolver una ecuacioén diferencial consiste
en obtener su solucidon general y luego una solucién particular mediante la aplicacion de
condiciones de contorno o condiciones iniciales a la solucién general obtenida, en este
capitulo se hace hincapié al método operacional de la transformada de Laplace, el cual
se usa para resolver ecuaciones diferenciales lineales, permitiendo que diversas
funciones sinusoidales, sinusoidales amortiguadas y exponenciales, puedan convertirse
en funciones algebraicas de una variable compleja, y reemplazar operaciones como la
diferenciacién y la integracién, por operaciones algebraicas en funciones equivalentes.
Por tanto, una ecuacién diferencial lineal se puede transformar en una ecuacion
algebraica de la variable compleja s, permitiendo que mediante tablas de transformadas
directas e inversas y de operaciones de integrales sencillas se obtenga la solucién de la
ecuacion diferencial.
El objetivo general del presente capitulo es estudiar las propiedades de la transformada
de Laplace que nos permita transformar de manera sencilla las ecuaciones diferenciales
en el espacio t (donde t es el tiempo) al espacio s (nuestra nueva variable), para
finalmente mediante operaciones inversa retornar al espacio t.
PRERREQUISITOS PARA ABORDAR ESTE TEMA
La base tedrica necesaria para el estudio de este capitulo es la siguiente:
= Aplicar los conocimientos tedricos cubiertos en cursos regulares sobre integrales
impropia y en fracciones parciales, asi como raices de expresiones polinomios
algebraicos.
= |dentificar y trazar todo tipo de graficas de relaciones polinédmicas y trascendentes.
® Traducir al lenguaje simbdlico problemas verbales relacionados con la Fisica, y otras
aplicaciones cuyo modelo matematico corresponde a ecuaciones diferenciales ordinarias de
orden n.
Entre las transformaciones mas usuales que operan con funciones f(x) cumpliendo
condiciones adecuadas en el intervalo, x € [a, b], para obtener otras funciones en I,
podemos citar:
La operacién D de derivacion: D[f(x)] = f'(x)

167



CAPITULO VI ECUACIONES DIFERENCIALES

X
La operacion I de integracion: I[f(x)] =f f(t)dt
a

La transformacién M, definida por: My[f(x)] = g(x)f(x) , siendo g(x) una funcién
concreta.

En cada caso, hay que asignar alguna restriccion a las funciones f(x) a las que se aplica
una transformacion dada. Asi, en el primer ejemplo, f(x) debe ser derivable en un
cierto intervalo, etc.

Las tres transformaciones citadas son lineales, es decir, que pueden verificar:

Tle fi(x) + c2f2(0)] = a1 T/ ()] + . T[f2(0)]], Vey,c; €R

La Transformada de Laplace es una de las herramientas de cdlculo que se usa en
matematicas, fisica y en muchos campos de la ingenieria que de manera sencilla permite
resolver el siguiente ciclo de operaciones:

ED - TL - EA - sol.A.TL —1 — Soluci6on de la ED

6.1. Definicion de la transformada de Laplace.

Sea f(t) una funcién definida para toda t mayor oiguala0 (t = 0), debe cumplir que,

oo

L{f ()} = ] e Stf(t)dt = F(s) exista para determinar la transformada de Laplace,
0

es decir, la operacion L{f (t)} determina que el operador L se aplica a la funcién f(t)
para generar una nueva funcién, llamada F(s).

A continuacion, se muestra algunos ejemplos sobre el concepto de la transformada de Laplace.
Ejercicios de aplicacién

1. Hallar la transformada de Laplace de la constante .

Solucidn:

Se tiene que, f(t) = m, luego, para hallar F (s), se comprueba si la integral existe o no, o sea,

oo

f e St5dt = F(s)

0

b—co

b
limnj e stdt
0

e—St

tim —m |

(e}
e St-rdt=——;5s>0
s
0
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2. Encontrar la transformada de Laplace de t.
Solucién:

Se sabe que, f(t) = t, por tanto, para hallar F (s), se comprueba si la integral existe o no, o sea,

o

f e Sttdt = F(s)

0

b

o st ot b T b . t

Por definicion, lim | e S'tdt = lim —-e ——e osea, lim -5
b ) b—o S 0 s 0 b—o  Se

Como el limite corresponde a una indeterminacion, aplicamos el criterio resolucion del

limite mediante L'hopital, o sea,

1

T T sz 0 %0

[ee]
st 1
= estdt=—2;s>0
S
0

3. Encontrar la transformada de Laplace de t2.
Solucidn:

Sesabeque, f(t) = t2, portanto, para hallar F (s), se comprueba si la integral existe o no, 0 sea,
[00]

f e St t2dt = F(s)

0

b

lim | e St-t%dt
b— oo 0

La cual nos da como resultado

2
t —st b_ﬁe—st b_ie—st b

lim ——
bl—@ se 0 s 0 s3 0

Al resolver el limite apropiadamente nos queda s>0

=
Al resolver estos ejemplos, se destaca el hecho de que se puede generalizar la solucidn

de funciones de este tipo a través de la siguiente expresion:

sn+1’

L{t"} = paran = 1,2,3, ..., recordar que 0! = 1.

A continuacién, se muestran otras funciones que desean ser resueltas mediante la
transformada de Laplace.
4. Determinar la transformada de e®,

Solucion:
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Dejando en claro que f(t) = e®, por lo que para hallar F(s), se verifica si la integral

existe o no.

J. e Stedtdt = F(s)

0

b

lim | e~(-atde
b— oo 0

La cual da como resultado

;S Fa
a

b—oo

e—(s—a)t °
lim——lo, 0 sea, fe‘Steatdt =
s—a
0

5. Hallar la transformada de sen(mt).
Se tiene claro que f(t) = sen(mt), por lo que para hallar F(s) se debe comprobar sila

integral existe o no.

f e Stsen(mt)dt = F(s)
0

b
(P _ sen(mt)e st |p cos(mt)e™st
= lim | e S'sen(mt)dt =lim ———— | + | —————dt
b—oo 0 b—oo S O S
0
b
sen(mt)e St ) mcos(mt)e St p m?sen(mt)est
— _ — — dt
b S 0 s? 0 s?
0
s2 _ sen(mt)e 5t mcos(mt)e St p
52+ m? bow S 0 s? 0

Dado que las funciones sen(mt) y cos(mt), siempre estan oscilando entre 1y — 1 por
lo que cualquier valor que se la asigne no causara una indeterminacién, entonces al
considerar esto y evaluando los limites de integracidn, se tiene,

P [ee]
<5—> (E) y por tanto,f e Stsen(mt)dt =
SZ

m
52 4+ m? s2 4+ m?
0
6. Encontrar la transformada de Laplace para cos(mt).
Solucién:
Las funciones sen(mt) y cos(mt) tienen transformadas similares, para hallarla se debe

realizar un proceso de integraciéon muy similar al anterior, y debido a que el proceso es

conocido se deja expresada la respuesta:
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o0

e Stcos(mt)dt = ———
J. (mt) s2 +m?2
0

6. Encontrar la transformada de Laplace de la siguiente funcién por tramos

1 0<t<1
%H 1<t<4
e~ %t t>4

Solucidn:
Cada funcidn tiene su respectiva transformada por lo que, al analizar cada funcién por

tramos, se obtiene,

1 4 0
Jl-e"Stdt+J4t2-e"Stdt+j e 2t. e7Stdt
0 1 4

Puesto que se conocer la forma de estas funciones, se debe tener cuidado con los limites
de integracién, o sea,

e—St t2
— |1 +4——eSt
s 10 S

4_38_“ 4_2,
1 s 1 s3

—st

—(s+2)t
4\, . e b
1) +lim — ==

Al aplicar correctamente los limites de integracion y evaluando el limite se tiene como

resultado:
1 1 4( 1 16 2 8 2 2 > + 1
s seS seS se* seS se*s  s3eS  g3ets s+2

7. Hallar la transformada de Laplace de senh(at).

Por definicién, se conoce que senh(at) = .

Al aplicar la definicién de la transformada de Laplace

< . et _ g—at

0

oo 00}
— 1 j e—Steatdt _ J e—Ste—atdt
2
0 0

Por conocimiento de calculo se sabe cual es el resultado de estas integrales, por lo que el

resultado queda expresado por:
1 ( 1 1

2

® Latransformada de Laplace es un operador lineal, lo cual quiere decir que debe cumplir:

L{cf () + dg(©)} = cL{f ()} + dL{g(t)}
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8. Encuentre la transformada de Laplace de 5t + sen(—4t).
Solucion:
L{5t + sen(—4t)} = 5L{t} + L{sen(—4t)}

De lo tratado anteriormente, se puede observar que la transformada de esta funcién

5(55) -7+
s2 s2+16

10. Determinar la transformada de Laplace de la funcién f(t) = t? — e

corresponde a,

2t

Solucién

Desde el menu New, pinchamos en Script, generandose una ventana en donde se
ingresan las diferentes instrucciones a procesar.

Para resolver el problema en referencia se realiza los siguientes pasos:
a. En la ventana del Editor, escribir el siguiente script:

clc

clear all

syms t

yl=laplace(t?(2)-exp(2*t));

y=simplify(y1);

pretty(y)

b. Guardar con el nombre ejer_5_ 1y ejecutar.

En la ventana de comandos se tiene por salida,

2 1
lo que puede ser escrito como, —4 — ——
s3  s-2

Ejercicios propuestos
Encuentre las transformadas de las siguientes funciones.

cos(a)+s*sen(a)
s2+1

1. sen(a +t) Sol.
1/1 S
2. cos? G+
cos“(at) Sol > \S + Z1aa?
s(s2+7)

3 A G S
3. cos®(t) Sol. (52+9)(524+1)
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5 6522
4. 6 — t“ Sol. 3
s
3 1 12
5.1-2t% Sol.-——
s s
6. cosh(at) SoI.SZ_a2
, . s3+125-12
7. 6t° +e* Sol.————
s3(s—1)
-8t 1
8. e~ +sen(2t) Sol. —
s4+4  s+8
t cos(5t) 6 1 S
9. t3+—+ —— Sol.—
e? t 5 s t e*s2 = 5(s2+25)

1 1/ 3s 2 3
10. —si 2 '-‘( _)
0 9sm(3t) + cos“(t) So o \o21a + 219 + s

6.2. Transformada inversa de Laplace
Por definicidn se conoce que la transformada de Laplace es una operacién lineal, lo que
implica que si se puede transformar una funcién en términos de t a otra en términos de
S, entonces este proceso se puede invertir (proceso reversible).

LHF@$)=f®)

Ejemplos de aplicacion:

2
1. Encontrar la transformada inversa de =
S

Solucién:

Se trata de hallar una funcién en términos de t, tal que genere el valor que se desea transformar,
_1(2
s
. . . . 1 1
Aplicando linealidad, se tiene, 2L —

s4

n! 6
3y = 2
i1 05€a, L{t’} = 2

La cual puede ser llevada a la forma: L{t"} =

Luego, la funcién anterior puede ser reescrita como:

1

6 t?
gL"l {—4}, resultando que la transformada inversa solicitada es: 3
S

25
2. Hallar la transformada inversa de Laplace de s

Solucion:
Se trata de hallar una funcién en términos de t, tal que genere el valor que se desea transformar,
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Al aplicar linealidad, se tiene,

1
-1
25L {S - 5}

1
Se puede apreciar que esta funcién tiene una forma similar a la expresion ——, por lo
s—a

gue considerando esto, se tiene por resultado,

251:—1{ }= 25e5t

s—5
2s
S244  s244°

3. Determinar la transformada inversa de Laplace de

Solucién:

Se trata de hallar una funcién en términos de t, que genere el valor a transformar, o sea,

L‘l{ 4 4 2s }_ ;
s2+4 s2+4 =/®

Aplicando linealidad, se tiene,

£ {SZZ-LI— 4} +2L7 {Szj- 4}

Y de los conceptos basicos de la transformada inversa de estas funciones, nos conduce

al siguiente resultado:

} + 2L‘1{ } = sen(2t) + 2cos(2t)

_1{
s2+4

Ejercicios propuestos

s2+4

Determinar las transformadas inversas de Laplace en las siguientes funciones.

1 1
1. -+ —= Sol.t+ e~ 2t
S S+2

2. Sol. < e5t/2
5

55-2

1 .1 7
3. 54+ -+ Solot?+1+7e*
S S s—4 2

28 V2
4. eZ11 Sol.cos (71:)

4s 1
5. 25?1 Sol.cosh (5 t)
3 10
6. + = Sol.et/? + 10t
35—1 S
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1 1 1
7. 9521 Sol.gsenh (gt)

8. > 5018 cos(3¢) 3t
- J259 Sol8cos sen(3t)
+2)?
: (553) Sol. 1 + 4t + 2t

1 5 4
10. =+ — — — Sol.1+5t—4e~?*
S S s+2

6.3. Traslacion sobre el eje s
La transformada de Laplace se define como
L)} =F(s)
Pero qué pasaria si ahora a f(t) se le multiplica otra funcién en términos de t.
L{e*f(t)}=F(s—a),a €R
Resulta ser un tanto curioso y poco creible que si a nuestra funcién se le multiplica e%¢, lo
Unico que cambiara en nuestra transformada serd que estd se ha trasladado un valor a.

Demostracion:

(0]

L{e‘“f(t)}=fe‘“eatf(t)dt

0

Agrupando nos queda

(o]

= J eIt F()dt

0

Que por definicidn corresponde a F(s — a)
Ejemplos de aplicacidn:

1. Determinar la transformada inversa de i.
(s+4)2+4

Solucién:

Si prestamos atencion al denominador y al numerador, observamos que existe un factor
s + 4, que se repite en los dos. Asi que, recordando que una funcion trasladada es

simplemente F(s — a).

Por lo que se puede deducir que la funcién inicialmente era la cual se conoce

s2+4
como la transformada del cos(2t).

Entonces quiere decir que el factor que se ha trasladado es a = —4.
Por lo que concluimos que la transformada inversa de la funcion es:
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-1 {L} = e *cos(2t)
(s+4)>+4
2. Encontrar la transformada de Laplace de e?tsinh(t).
Solucidn:
Recordando que el factor e?! es solo un factor de traslacién, se trata de hallar la
transformada del otro factor, o sea, L{sinh(t)}

La cual es una funcién simple cuya transformada es:

F(s) =

s2—1
Entonces al evaluar F(s — a), conociendo que a = 2.

Por lo que la solucién es:

L{e”sinh(t)} = m

s+3

3. Hallar la transformada inversa de;: ———.
524+65+10

Solucidn:

Se observa que para este denominador no estad a la simple vista el valor s + 3, pero
aplicando algebra elemental, se tiene,

s2+65s+10=(s?+65+9) +1

Aqui se obtiene un trinomio cuadrado perfecto por lo que el denominador de la
expresidon quedaria asi,

Al realizar un cambio de variable en la funcidn, se obtiene: s + 3 = s’

!

s
s'2+1

que corresponde con la transformada del sen(t), por lo que finalmente la transformada

Por tanto, la expresion a la cual se aplica la derivada inversa es,

inversa es,

-1 s+3 } — -3t
{52 Tost10) — ¢ cos(®)
Ejercicios propuestos

Encuentre la transformada de Laplace de las siguientes funciones:

1. et 4t) Sol.—————
e'cos(4t) So (s—1)%+16

4524542

2,t
2. (t+2)%e* Sol. 1)
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12

—4t F
3. 3sen(4t)e Sol. GiD2116

2 4t
4. sen®(t)e*" Sol. (s—4)((s—4)2+4)

(s—2)%+2
(s—-2)((s—2)%2+4)

5. cos?(t)e?t Sol.

720
6. t°et Sol.—
s—1
t 4
7. es * sol, —————
4(s+4)-1
1,0<tg?2 —25
1 2 1 _
8. {0, 2<t<4 Sol. -+ = + e
t, 4<t s s
3t 0<t<5 —5s —7s —5s
e 1 _ 1 2e 2e
9.13, 5<t<7 50|.3(— + e 55+—2)+3( - )
0 T<t s s s s s
10. sen(t)cos(t)et Sol. GiD?ia

6.4. Fracciones parciales

En curso de matematicas anteriores a este, se tratd sobre este tema, no obstante, las
fracciones parciales son utilizadas cuando se desea descomponer el denominador en
expresiones lo mas simple posible, es decir, se requiere transformar una fraccién
compleja en varias fracciones simples, por ello se debe también estar pendiente de los
numeradores que surgen de dicha fraccion, se pueden encontrar varios casos de
fracciones parciales:

Caso 1. Factores lineales distintos

P(x) A LB . c
Q(x) c'x+d c'x+d" c"'x+d"

Ejemplo:
2 B 2
s24+55+6 (s+3)(s+2)
B
Aplicando a la forma deseada en resolver se tiene +
s+3 s+2

Para hallar los valores que se piden se debe de generar un sistema de ecuaciones, y

evaluando en los valores que causa la inconsistencia, es decir,

A(s+2)+B(s+3)_ 2
(s+2)(s+3)  (s+3)(s+2)
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A(s+2)+B(s+3)=2

Entonces cuando s = —2, se tiene

B =2

Y cuando s = —3, se tiene

A=-2

Por lo que las ecuaciones quedarian asi
2 2

Ts+3 512

Por tanto, como transformada inversa respectiva es:

= 2e %t —2¢73¢

s
s2+55+6
Caso 2. Factores lineales repetidos.
Tiene la forma:
P(x) A B C N
= [ + ; ; + ; ; + et T
Q(x) cx+d (cx+d)? (c'x+d)3 (c'x +adHn

Ejemplo de aplicacién

4
(s+2)(s+1)

1. Descomponer en fracciones parciales:

Aplicando a la forma requerida se tendria:

A N B N C
s+2 (s+2)2 s+1

Para hallar los valores que se piden se debe de generar un sistema de ecuaciones

evaluando en los valores que causarian una inconsistencia.

As+2)(s+ 1D +B(s+1)+C(s+2)* 4
(s+2)%(s+1) (s+1)(s+2)?

A(s+2)(s+ 1D +B(s+1)+C(s+2)*=4

Cuando s = —2, se tiene que:

B =—-4

Cuando s = —1, se tiene que:

C=4

Cuando s = 0, se tiene que:
2A+B+4C =4
Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos:

A=—4
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Por lo que nuestras fracciones seran:

4 4 4 4
s+2 (s+2)2 s+1

Las cuales son funciones simples cuyas transformadas inversas son:

4
1 _ -2 2 -
L {(s+2)2(s+1)}_ —4e72t —4te %t + 47t

Caso 3. Factores cuadraticos irreducibles.
Posee la forma:

P(x) _ AQ2c'x+d)
Q(x) c'x2+dx+e

Ejemplo de aplicacién:
3s+2
(s?2+1)(s—2)

2. Descomponer en fracciones parciales:

Aplicando a la forma requerida se tendria:

ZSB+A+ C
(s2+1) s-2

Para hallar los valores que se piden se debe de generar un sistema de ecuaciones
evaluando en los valores que causarian una inconsistencia.

(2sB+A)(s—2)+C(s* +1) _ 3s+2
(s2+1D(s—2) C(s24+D(s-2)

Al efectuar las operaciones respectivas, las constantes resultan ser:

A=-1/5 B=8/5 C=-8/5

Lo cual genera la siguiente fraccion parcial:
8s—1 8 B 8s 1 8
5(s24+1) 5(s—2) 5(s2+1) 5(s2+1) 5(s—2)

Cuyas transformadas inversas son:

L‘l{ 3s+2 }_ 8 ; 1 t+8 ot
GZr DG o2~ 55O —gsen() +ge

Caso 4. Factor cuadratico irreducible repetido.

P(x) AQc'x+d)+B CQ2c'x+d)+D
Q(x) c'x2+d'x+e  (c'x2+d'x+e)?

Ejemplo de aplicacién:

(1—s+2s5%—5s%)
s(s? +1)?

3. Descomponer en fracciones parciales:

Aplicando a la forma requerida se tendria:
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A+ZSB+C+ 2sD + E
s (s2+1) (s?2+4+1)2

Para hallar los valores que se piden se debe de generar un sistema de ecuaciones

evaluando en los valores que causarian una inconsistencia.

A(s? +1)? + 25°B(s* + 1) + 2sC(s? + 1) + 25D +sE (1 — s+ 25% = 5°)
s(s2 +1)2 B s(s2 +1)2

Al efectuar las operaciones respectivas, las constantes resultan ser:

A=1 B=-1/2, C=-1,D=1/2, E=0

Lo cual genera la siguiente fraccidn parcial:
A+ZsB+C+2$D+E 1+—s—1+ s
s (s24+1) (s2+1)2 s s2+1  (s?2+1)2

Cuyas transformadas inversas son:

L1 {(1 _Si:; -Zl_si); 53)} =1 —cos(t) — sen(t) + %tsen(t)

Caso 5. Fraccion impropia.

Esto sucede cuando el grado del numerador es mayor que el del denominador.
Ejemplo de aplicacién:

_ _ s?+s+1
4. Descomponer en fracciones parciales: ————
s2—1

Solucion:
Existen algunas maneras de conseguir reducir el grado del numerador uno de ellos es el
siguiente.
Se trata de cambiarle algo a la funcidén de tal forma que se obtenga:
s?+s+1
sz -1
s?+s+1—-s2+1
(s*-1)
s+ 2 +
(s?-1)

-1+1

1

Lo cual se expresa de una manera mas simple como sigue:

3 1 .
26-1) 26+D

Cuya transformada inversa es:

-1 s?+s+1) 3, 1 4 st
s2—1 | 2% 72° ®)
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6.5. Propiedades de la transformada de Laplace.

Existen ciertas funciones muy complejas, como por ejemplo cosh(t) * t * cos(t) cuyas
transformadas son demasiado complicadas de hallar e incluso en el tema anterior se
llegaron a tener transformadas inversas que no pueden tratar directamente con los
métodos conocidos, es por ello que, en lo posterior se plantean otros métodos para su
resolucion.

6.5.1. Transformada de la derivada de una funcioén.

Sea L{f ()} = F(s)

Entonces L{f'(t)} = sF(s) — f(0)

Demostracion:

(o]

LUF(©)} = f S ()t

0
Tal que u = eS¢, dv = f'(t)dt

Porlo que du = —se 5%, v = f(t)

%ﬁ; + sf e SLf(t)dt

0
—f(0) + sF(s)

Solucién: sF(s) — f(0)

Si se tuviera L{f''(t)} la solucién seria s?F(s) — sf(0) — f'(0).

Y si fuera L{f""'(t)} la solucién seria s3F(s) — s2f(0) — sf'(0) — f"'(0).

o)

A continuacidén, se muestran algunos ejemplos empleando la transformada de Laplace.
1. Encuentre la transformada de 3t2.

Aplicando el método de la primera derivada, se tiene,

L{F'(©)} = sF(s) — £(0)

L{3t?} = sL{t3} - f(0)

Note que el valor t3 viene a ser lo que se obtiene de integrar la funcidn, sin considerar

valores constantes.
6
LBt} = s (5—4) —0
Al simplificar, se obtiene el valor deseado, o sea,

6
L{3t2} = 8_3
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2. Obtenga el valor de la transformada para t - sen(t).
Solucion:

Aplicando el método de la primera y segunda derivada, se tiene,
f'(t) = sen(t) + tcos(t); f'(0) =0

f"(t) = 2 cos(t) — tsen(t)

L (6)} = s?F(s) — sf(0) — £'(0)

L{2 cos(t) — tsen(t)} = s?L{tsen(t)}—0—-10

Aplicando linealidad en las operaciones, se obtiene,

L{2cos(t)} — L{tsen(t)} = s?L{tsen(t)}

Agrupemos a conveniencia

L{2cos(t)} = (s* + 1) L{tsen(t)}

= (s? + 1) L{tsen(t)}

s?2+1

Despejando se obtiene que el valor de la transformada de Laplace corresponde a:
2s

L{tsen(t)} = m

3. Determinar la transformada de Laplace de t- cos(t).
Solucion:

Aplicando el método de la primera y segunda derivada, se tiene,
f'(t) = cos(t) —tsen(t); f'(0) =1

f"(t) = —2sen(t) — tcos(t)

L (6)} = s?F(s) — sf(0) — £'(0)

L{—2sen(t) — tcos(t)} = s?L{tcos(t)} —0—1

Luego, aplicando un poco de linealidad

—2L{sen(t)} — L{tcos(t)} = s?L{tcos(t)} — 1

Agrupando los términos a conveniencia, se tiene,

—2L{sen(t)} + 1 = (s? + 1)L{tcos(t)}

~ ST +1 = (s?+ 1)L{tcos(t)}

Y finalmente al despejar la transformada de Laplace se obtiene,
s?—1

L{t . COS(t)} = m
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5.5.2. Transformada de la integral de una funcion.
Sea f(t) una funcién continua por tramos para unt > 0, y de orden exponencial a.

Considerando que L{f(t)} = F(s), entonces:

2 _ 1 _ 1
23 [ fodef =27} = F )

Demostracion:

SeaG(t) = J.f(r)dr
0

p t
Entonces G'(t) = Eff(l-)df = f(t)
0

Al evaluar la funcidn en 0, se tiene,

0
G(0) = ff(‘r)d‘r =0
0

Aplicando el teorema de derivada de la transformada de Laplace, se observa que,
L{G' ()} = sL{G(t)} — G(0)

1
La hipoétesis de la transformada de una integral es que L{F(t)} = EF (s)

t t

Porlo que, L{G'(t)} =G(s) = sJe‘St Jf(r)dr dt

0 0

Luego, integrando por parte, se obtiene,

(o]

s —%e"“]f(r)dr|og+éj e St F(t)dt
0 0

co

J e Stf(t)dt = F(s)

0
osea, L{G'(t)} = F(s)

1 1
LG} = S LG} = F(s)
Ejemplos:

Encuentre la transformada inversa de las siguientes funciones:

1 1
T s(s?+1)
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Solucién:

1
Para resolver este tipo de ejercicio, se considera que L{G(t)} = 3 F(s)

Al igualar a la transformada de Laplace respectiva, se tiene:

1 1
;F(S) =————,0sea, F(s)=

s(s?+1) (s2+1)

cuya transformada inversa es simplemente sen(t).
Al considerar y aplicar correctamente el principio de la transformada de la
t

integral de una funcidn, se tiene,f sen(t)dt
0
y luego de integrar esta funcién se obtiene que la funcién original es 1 — cos(t)
1
2 s?2(s—1)
Para resolver este tipo de ejercicio, se considera que L{G(t)} = %F(s)

Al igualar a la transformada de Laplace respectiva, se tiene:

1
gF(s) = ,osea, F(s) =

s(s—1)

Cuya transformada inversa no se conoce por lo cual al aplicar el mismo proceso

s?2(s—1)

dos veces, se tiene,

,osea, F(s) = p——

1
(s—1) -1

La transformada inversa resulta ser e®.

1
—F(s) =
s s

Al considerar y aplicar correctamente el principio de la transformada de la integral

de una funcion, se obtiene,
t

Jerdt =et—1
0

Cuya transformada inversa no se conoce por lo cual al aplicar el mismo proceso

dos veces, se tiene, et — t.

6
3, ——
s3 4+ 6s2 + 5s

Solucion:

Al descomponer en factores simples el denominador, se obtiene,
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6
s(s+5)(s+1)

En esta parte se tiene dos opciones, la primera trabajar todo como fracciones parciales

o realizar el método de integracidn de una transformada. Al analizar los casos, se tiene,

= Por descomposicion en fracciones parciales

A B C

§+s+5+s+1

A(s+5)(s+ 1) +sB(s+ 1) +sC(s+5) 6
s(s+5)(s + 1) T sG+5)(s+1D)

A(s+5)(s+1)+sB(s+1)+sC(s+5)=6

Cuando s = 0, se tiene:

Azl
5
Cuando s = —5, se tiene:
3
®=10
Cuando s = —1, se tiene:
c=_3
2

Obteniéndose asi:
61 4 3 1 3 1
5s 10 s+5 2 s+1

Cuyas transformadas son simplemente:

= Otro método consiste en realizar lo siguiente:

. - -7 1 A B
Primero factorizar la expresion: —( + )

s\s+5 s+1
Luego, mediante operaciones algebraicas se obtienen los coeficientes Ay B o sea,
3 3 y :
A=— > B = > y con ello, la expresion anterior corresponde a,

1(3 1 3 1)
s\2 s+1 2 s+5

Puesto que sedesea conocer las tranformadas inversas de

1 1
s+1ys+5'

Al considerar y aplicar correctamente el principio de la transformada de la integral

se tiene,

de una funcién, se obtiene,
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-2 o2t

t

t
= Ef e tdt —Ef e >Tdt
2 2
0

0

Obteniendo como resultado:

{;}__E ey 3,3 s 3
s3 + 6s2 + 5s 2 2 10 10
Con lo cual se obtiene la misma solucion:
s+ 1
s2(s2+4)

1
Para resolver este tipo de ejercicios, se considera que, L{G(t)} = 3 F(s)

Al igualar a la transformada de Laplace respectiva, se tiene:

1 s+1

EF(S) - s2(s2+4)
s+1

FO=ero

Cuya transformada inversa no se conoce por lo cual al aplicar el mismo proceso

dos veces, se tiene,

s+1 F()—S+1
s(sz+4)'osea' S T s2 44

1
~F(s) =

La transformada inversa ha resultado ser cos(2t) + %sen(Zt).

Al considerar y aplicar correctamente el principio de la transformada de la integral

de una funcion, se obtiene,

t
Jcos(27)+ sen(2t)|dt
0

sen(2t) 1 1
= _— 2 —
> 2 cos(2t) + 2
Cuya transformada inversa no se conoce por lo cual al aplicar el mismo proceso
cos(2t)

1 1
2 +Z+4t—§sen(2t)

Ordenando la expresidn se tiene

r s+1 1 1 5 1 5
{m} 4< +t— COS( t)—ESGTl( t))

dos veces, se tiene, —
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2
" s(sz2—-1)

Solucion:

5

1
Para resolver este tipo de ejercicios se condiera lo siguiente, L{G(t)} = ;F(s)

Por lo que al igualar a la transformada de Laplace en referencia, se tiene,

2
m,osea, F(S) :m

cuya transformada inversa es simplemente senh(t).

lp(s) =
S

Por lo que al aplicar correctamente el principio de la transformada de la
t

integral de una funcidn, se tiene, f senh(t)dt, es decir,
0

2 =2 h 1
m}— (cosh(t) — 1)

integrando la funcidn se obtiene, L{

Ejercicios propuestos

Encuentre la transformada inversa de las siguientes funciones aplicando fracciones

parciales.

6s2 —2 ,
1. m Sol. t*sen(t)
2. s Sol. 1 — cos(t)

1—s? 3 1 2 3

3. Sol.— e 2t — Zte3t — @3t

(s+1D(s—3)*(2s+1) 49 7 49

S 1 1 1

4. Sol.—et ——e t+—tet

GrD2s—1D ~°-2® 3¢ *te

s2—4s—2 3 .. 7 1

5. 221 4s—8 Sol. —7¢ + Zcos(Zt) —Zsen(Zt)

Encuentre la transformada inversa de las siguientes funciones utilizando el teorema de

integracién de la transformada de Laplace.

1

1. ——— Sol —l(1—3t—e‘3t)
" s2(s+3) 9

2 ! Sol Lot 1
S o7 0.7(e )

s+ 3

t 1
e Solo+=(1-— _
sz +9) obg T cos(30 —sen(3V))
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4 4 SleZt t —t? L
"G =2) 272 2

5 2 Sl1 h(2t) 1t
.52(52_4) 0.45871 >

6.6. Ecuaciones diferenciales por transformada de Laplace

El método de resolver ecuaciones diferenciales por transformada de Laplace es simple
y consiste en aplicar la transformada de Laplace término a término de la ecuacién
diferencial planteada, para luego despear la variable dependiente, sobre la cual se
aplicara la transformada inversa logrando asi la solucién respectiva.

Se considera que las ecuaciones diferenciales expresan como variable independiente el
tiempo, o sea, son funciones f = f(t), y por tanto, L{f (t)} = f(s).

A manera de ejemplo se pide resolver la siguiente ecuacién diferencial ordinaria con
condicion inicial

1.y"=2y"+5y=0 y(0)=0,y'(0)=1

Solucidn:

Lo primero es aplicar la transformada de Laplace en ambos lados de la ecuacién, o sea,
L{y" —2y"+5y}=0

Luego, al emplear linealidad, se tiene,

L{y"} —2L{y'} + 5L{y} =0

Se observa que hay una forma usual de resolverla, y es que son las transformadas de
derivadas por lo que esto también se puede expresar asi:

s2L{y} — sy(0) — y'(0) — 2sL{y} + 2y(0) + 5L{y} = 0

Reemplazando las condiciones iniciales se tiene,
s2L{y}—s*x0—1—2sL{y}+0+5L{y} =0

s?L{y} — 2sL{y} +5L{y} =1

Luego se realizan operaciones algebraicas de conveniencia, o sea,
L{yH{s?—2s+5}=1

Al despejar la transformada de la variable dependiente, se tiene,

1
{s? — 25 + 5}

Luego, al aplicar la transformada inversa en ambos miembros de la expresion:

L{y} =

y =L {m}
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Reescribiendo la expresién anterior,

1 1
A
Cuya transformada inversa es,
e %tsen(t)
En otras palabras, y"” — 2y’ + 5y = O sujetaa y(0) = 0, ¥'(0) = 1 tiene por solucién
y = e %tsen(t)
2. Encontrar la solucién de la siguiente ecuacion diferencial con condiciones iniciales,
y'+y' =6y =0 y(0)=0y(0) =2
Solucion:
Aplicando la transformada de Laplace en ambos lados de la ecuacion.
Ly" +y =6y} =0
Luego, al usar linealidad, se tiene,
LY+ L{y'} —6L{y} =0
Se observa que hay una forma usual de resolverla, y es que son las transformadas de
derivadas por lo que esto también se puede expresar asi:
s2L{y} = sy(0) — y'(0) + sL{y} — y(0) — 6L{y} = 0
Reemplazando las condiciones iniciales, se obtiene:
s?L{y} —s-0—2+sL{y}+0+5L{y}=0
s?L{y} + 2sL{y} — 6L{y} = 2
Luego se realizan operaciones algebraicas de conveniencia, o sea,
L{yHs*+s5—-6}=2

Al despejar la transformada de la variable dependiente, se tiene,

2
L{y} = Zts—6}
Luego, al aplicar la transformada inversa en ambos lados de la igualdad:
y=L"1 {sz-l-%} ,y reescribiendo, se tiene,
1 2 : : :
y=L {(s (= 2)} y al descomponer la fraccion dada en fracciones simples,
2 A B
©5¢4 (s+3)(s—2)=s+3+s—2
A(s—2)+B(s+3) 2

(s+3)(s—2) B (s+3)(s—2)
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A(s—2)+B(s+3)=2
Cuando s = 2 se tiene:
5B=2

Cuando s = —3 se tiene:
—54=2

Por lo que tendriamos

y =L {5(52— 2) 5(sz+ 3)}’

2 2
cuya transformada inversa de esta funcion es T e?t — T e 3t
En otras palabras, la ecuacion diferencial tiene como solucién:

2 2
_ 2 2t -3t
=—-et——e
Y=5 5

3. Encontrar la solucién de la siguiente ecuacién diferencial con condiciones iniciales,
ty" +(1—-2t)y' =2y =0 y(0) =1,y'(0) =2

Solucidn:

Aplicando la transformada de Laplace en ambos lados de la ecuacion.

L{ty" + (1 =2t)y' =2y} =0

Luego, al usar linealidad, se tiene,

L{ty"} + L{(1 = 2t)y'} — 2L{y} = 0,0 sea,
d d
— 35 5L} =5 y(0) =y (0)] + sL{y} — y(0) + 2 [sL{y} — y(0)] — 2L{y} = 0
Reemplazando las condiciones iniciales se tiene,
d d _
% [s°L{y} —s-1—-2]+sL{y}—1+ ZE[SL{y} —1]-2L{y} =0

Luego se realizan operaciones algebraicas de conveniencia, o sea,

d d
—s2L{y} — sd—z + 1] +sL{y}—1+2 [L{y} — Sd_}s, —2L{y} =0

Resolviendo la expresion anterior por separacion de variables, se obtiene,

dy dy ds
2 _92¢) 2= — DA
(s s) s + sy = 0,0 sea, y p—

Integrando ambos lados de la ecuacion,In y(s) = —In(s — 2), osea, y(s) = P

Finalmente, tomando la transformada inversa, se obtiene,

L{y} = L{ },es decir, y(t) = Ce?

s—2
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Como y(0) = 1,y(0) = Ce?° =1, C = 1,luego, y(t) =e?

4. Encontrar la solucién de la siguiente ecuacion diferencial con condiciones iniciales,
ty" +2y'+ty=sent y(0)=0,y'(0)=0

Solucion:

Aplicando la transformada de Laplace en ambos lados de la ecuacion.

L{ty" + 2y' + ty} = L{sen t}

Luego, al usar linealidad, se tiene,

L{ty"} + L{(1 - 2t)y'} — 2L{y} = 0,0 sea,

1
s2+1

d d
% [sL{y} — s y(0) —y"(0)] + 2[sL{y} — y(0)] — I [L{y}] =

Reemplazando las condiciones iniciales se tiene,

d d 1

— 5 5L} =57 0 = 0] + 2[sL{y} — 0] = —[L{y}] = 1

d d
-5 SPLO + 2L - L] =

Luego se realizan operaciones algebraicas de conveniencia, con lo que tiene,
dy 1
ds  s2+1 s?2+1
Resolviendo la expresion anterior por separacion de variables, se obtiene,

ds
D
Finalmente, tomando la transformada inversa, se obtiene,

1

(s) = <t a1l s >+c
YS) = 2 an s SsZ+4+1

dy dy
— — g2 2 — 2y L —
( 2sL{y}—s s) + 2sL{y} ,0sea,(1+ s%) S

1 1 s
dy = osea, y(s) = —E<tan‘1; — > +C

s24+1

1 S

R T

) + C} ,y de tablas, se obtiene,

sent

1
y(t) = E[ — cos t] — C4(t) = 0,y al evaluar en la condicion inicial,

1
y(0) = 3 (1-1)—-C6(t) =0,0sea, C = 0,porlo tanto se tiene:

sent
t

y(t) =%(

Mediante transformada de Laplace, resolver los siguientes problemas de valores iniciales.

— CO0S t)

1
1.y"—y=1 y(0) =0,y (0) =§ Sol.ez' — 1

2. y" +9y = %sen(zt) y(0) =0,y'(0) =0 Sol.liosen(Zt) - %sen(3t)
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3. y" + 4y =sen(2t) y(0) =0,y'(0) = § Sol.f—ssen(Zt) - %sen(élt + 1)

4. y" —3y" +2y =2 y(0) =0,y'(0) =4 Sol.e3" + 2e%* — 3¢t

5.y" +6y + 13y =10e %t  y(0) =3,y'(0) = —13 Sol.2e 2t + e 3t cos(2t) —
3e 3tsen(2t)

6.7. Transformadas de funciones especiales

Existen algunas funciones que al aplicar la transformada de Laplace requieren de un
tratamiento particular, entre estas tenemos:

Funcidn escaldn unitario

Estd funcion es comunmente utilizada cuando existen funciones discontinuas que

perturban un modelo matemadtico, la funcién escalén unitaria esta definida como:

0, t<a
U(t_“)_{L t>a a>0

Ejemplo:
Encuentre la grafica de la siguiente funcion.
fE-D%UE-1)
Solucidn:
Empecemos identificando la funcién:
Se aprecia que f(t) = f(t — 1)3, lo cual se interpreta como el desplazamiento de la
funcién, por lo que se tiene que si la funcién t3, se la desplaza en una unidad hacia la

derecha (t — 1)3 su grafico experimenta el cambio siguiente:

<

Figura 6.1
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Bajo esta consideracién la funcién f(t — 1)3U(t — 1), toma la forma:

0,t<1
t3,t>1

fe-1DU(E-1) =

1

0,t<1
t3,t=>1

ft-1D°U@-1) ={

0:5

0 05 1 15 2

Figura 6.2
La razén por la cual es preciso analizar la funcidén escaléon unitario, se debe a que un

principio de las transformadas de Laplace es que las funciones sean constantes en todo
su dominio, o por lo menos en ciertos tramos, estos tramos van a ser los encontrados
por la funcién escalén unitario.

A. Transformada de la funcion escaldn unitaria

Esta definida como:
1
LUt - )} = ;e‘cs

Ejemplos:
1. Encuentre la transformada de Laplace de U(t — 1) + U(t — 2).
Solucion:
Al aplicar la transformada de Laplace a las funciones correspondientes, se tiene,

LIUE-1)+U(t—2)}
1
Transformadas cuya solucidn por tabla viene dada por 3 (e75 + e725)

2. Encuentre la transformada de Laplace del siguiente grafico:

y(it) =2, t=4
yt)=1 2<t<4

y(t) =0, t<2

» Figura 6.3
Solucion:

Lo primero que se realiza es dividir la funcion por tramos, con esto se tiene,
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0, t<2
f®) =41, 2<t<4
2, t=>4

Luego, analizando por separado cada tramo de la funcioén, se tiene,

0, t<?2
U(t—2)={1 t>2

1, 2< t<4
U(t_4):{2 t>4

Considerando la transformada de Laplace de estas funciones, se tiene:

f)=U{t—-2)+U(t—4),0sea, f(t)= %(e‘zs +e™)

B. Traslacion sobre el eje t.
Considerando a a > 0, el principio de traslacion expresa que,
e ¥F(s) = L{f(t —)U(t — )}

Es decir, al considerar una funcién f (), con la particularidad de que,

F(s) = j e S'f(r)dt
0

Multiplicando ambos lados de la expresion por e~2%, se obtiene,

e~ ¥F(s) = ] e~ T+ £ (1) dr
0

Realizando la sustitucién: a + Tt = t;do = dt

e 3F(s) = j e SH(t —a)dt
0

Al aplicar la operacidn de division en la integral y recordando que la funcion escalén

o (0, t<a .
unitario es de la forma, U(t —a) = {1’ t>a’ se tiene,
a e}
e BF(s) = j e StfF(t — a)(0)dt + J e Stf(t —a)(1)dt, osea,
0 a

e ¥F(s) = f e Stf(t—a)U(t — a)dt
0

Ejemplos de aplicacidn
1. Trazar la gréfica y determinar la transformada de f(t) = (t — 3)2U(t — 3).

Solucion:
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0, t<?2

De la expresién citada se tiene, (t —2)?U(t—2) = {(t —2)? t32

Luego, al aplicar el principio de traslacion sobre el eje t, se tiene:

e StF(s) = L{f(t — 2)2U(t — 2)}

1 2e72S
Donde la transformada de t = ot cuya solucion es 2

Y el grafico de f(t) es:

y=({t—-2)? t=2

y=0, t<2
0 2.5

Figura 6.4
2. Trazar la gréfica y determinar la transformada de f(t) = U(t — m)sen(2t)

Solucion:

Aplicando la propiedad de angulo doble para sen(t), es decir,

sen(2t — 2m) = sen(2t) cos(2m) — cos(2t) sen(2m)

Al evaluar la expresidn anterior, nos queda que sen(2t — 2m) = sen(2t), o sea,

f(t) =U(t —m)sen(2t)

Recordando que L{sen(2t)} = 2 entonces se tiene,

s2 +
—TTS

L{U(t — m)sen(2t — 2m)} = si 7

@) = sen(2t), t>n

f) =0, t<m
0 1 2 3 4

Figura 6.5
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3. Tomando como referencia el siguiente grafico encuentre su transformada.
4

N}

Figura 6.6
Del grafico se pueden observar las funciones por parte definida por,

0, t<1
f=4t>?-1,1<t<?2
3, t=>2

Por el principio de traslacién sobre el eje t, tenemos:
2 —=1DUE—-1)— (2 =3)U(t —3) = e S F,(s) + e StF,(s)
Para la primera funcion se tiene:

LU -1} = eT_S

L{It2U(t — 1)} = F"(s)
s?+2s+2

L{t2U(t — 1)} = —

Mientras que para la segunda seria:

e—3$
LU —-3)}=3 S
L{t?2U(t —3)} = F"'(s)
2
LU —3)} = 3s“+10s+ 6 30-35

s3

Por lo que finalmente se tiene:

s2 42542 eSS 35s2+10s+6 e~3s
e —— - 3e73 43
s3 s s3 s
25+ 2 10s + 6
osea, L{t?U(t—3)}= = e — 5—336_35

C. Funciones periddicas
Sea f(t) una funcién la cual se repite en intervalos de tiempo iguales, debe cumplirse
que f(t + p) = f(t), tomando a "p" como el periodo.

Sea f una funcidn continua por tramos y periddica cada tiempo "p", entonces:
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p
1
— —st
L{f(H)} = g f e SH(t) dt
0
Demostracién:
Por definicion, L{f(t)} = F(s) = f e~ Sf(t)dt, lo cual puede escribirse como,

0

o) p 2p
f e SH(t)dt = f e St(t)dt + f e St dt + -+
0 0 p

Realizando la siguiente sustitucién:
= Para la primera integral:
t=1 dt=dt
= Mientas que para la segunda integral:
t=1+p, dt=drt
Y recordando cambiar los intervalos de integracion, se generan las siguientes integrales:
P P
L{f(D} = f e SH(t)dt + f e S(TP)f(t + p)dt + -
0 0
Puesto que, f(t) es periddica, entonces se puede escribir estas integrales como sigue:
p p P
L{f(D)} = ] e Stf(t)dr + j e Ste P f(r)dt + J e Ste 2P f(T)dt + -+
0 0 0
y asi sucesivamente, no obstante, al agrupar por factor comun se tiene lo siguiente:
P
J e SH(D)dt(1+e 5P + e 2P + ™3P 4 ...
0
A partir de la teoria de series se obtiene que ese factor que multiplica la integral es una

1
_e_sp'

serie geométrica que converge a por lo que se demuestra entonces que,

p

1
L) = o= | €@

0

Ejercicios propuestos

A. Encuentre la transformada de Laplace de las siguientes funciones.

5
L5(U@E-2)+U(t—-1) Sol.—(e™* +e™)
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2
2. U +1 Sol.g
2, 0<t<2 2 2
3. {0' (S5 Sol=(1—e™)
0, t<2,t>4
4,1 2, 2<t<3 Sol.—(2e7%5 —e 735 —e™%)
1, 3<t<4 S
0, t<1, 2<t<3 t>4
514 1, 1<t<2 Sol.—(2e735+e75—e 25 —2e™%)
2, 3<t<4 S
B. En correspondencia a los siguientes graficos encuentre la transformada de Laplace.
1 — e (t) 3 3 U( T[)
- 2 — —— - [
f(t)=3/2, 0<t<m/2 f 273
3
0l T Sol.F(s) = — (1 — e™™/2)
2s
o5+—"mrF———
f® =0, t=n/2
0 0.5 1 15 2 2.5
Figura 6.7

fO=1, 0<t<1  fO=1 t=2

f@)=0, 1=st<2

0 1 2 3
Figura 6.8
= < 1
S
LT T (=1 eg=t<3 |
f)=0, 0<t=1 f(H =0, t=4
0 1 2 3 4 5
AIEEEEEEEEEEEEE f)=-13<t<4
Figura 6.9
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6.8. Convolucién
Sean las funciones f(t) y g(t) continuas para unt > 0, y ademas debe cumplirse que

L{f(t)} = F(s), L{g(t)} = G(s), entonces:

2] [ F@gt - e = L @) £9©) = F:)605)

Demostracion:

o

Por definicion de la transformada, se tiene, L{f (t)} = F(s) = f e S f(t)dt
0

oo

L{g(t)}=G(s) = j e 5P f(p)dp, entonces si F(s) * G(s) se tiene,
0

f e STf(t)dt * f e SPf(p)dp = f f(t)dt f e S(Tf(p)dp
0 0 0 0

Realizamos el reemplazo t = 7 + p, dt = dp, con lo cual se obtiene,

o)

Of f(‘t)d‘l?f e SU(t — 1)dt

T

Intercambiamos el orden de integracidn porque f y g son seccionalmente continuas y

de orden exponencial, entonces se tiene,

oo

t t
f e st dtf f(Of(t— t)dt = f e st f f(t)f(t — t)dt | dt,y obtener finalmente,
0 0 0

oo

0

t
L1 | f(t)gt—T1)dr
/

Ejemplos:
t

1. Encontrar la transformada de Laplace de J e'sen(t — t)dt
0

Solucién:
Se determina las dos funciones a las cuales se le estd aplicando el principio de convolucién,

o sea, f(t) = e, g(t) = sen(t), por lo que se obtendria, L{e'} * L{sen(t)}, es decir:

(753
*
s—1 \s2+1
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t

2. Encontrar la transformada de Laplace de f 12cos(2(t — 1))dt
0

Solucion:
Se determina las dos funciones a las cuales se le esta aplicando el principio de
convolucién, o sea, f(t) = t2,g(t) = cos(2t), por lo que se tendria L{t?} x L{cos(2t)}

y cuyas transformadas nos conduce a:

2 S
2 _ I
T4cos[2(t — 1)]dT = = (52 n 4)

o\n

S

2. Hallar la transformada inversa de —(32 Y

Solucién:

Recordando el principio de la convolucion, L{f (t)} L{g(t)} = F(s)G(s)
s
s?2+1 s2+1

Aplicando transformada inversa, se encuentra que estds funciones corresponde a

Ademas se conoce que F(s) = yGa(s) =

t

sen(t) y cos(t), y al resolver la siguiente integral, f sen(t)cos(t — t)dt
0

y al aplicar propiedades trigonométricas tenemos
t

= fsen(r)(cos(t)cos(r) + sen(t)sen(1))dr
0
t

= f cos(t)sen(t)cos(t) + sen(t)sen?(r))dr
0

El resultado de la integral anterior corresponde a:

= —%cos(t) (COSZ(T) |8) + %sen(t) (T — sen(t) cos(1) |(§)

Luego de evaluar, se obtiene que el resultado es:
L1 {;} = 1t sent
(s?2+1)? 2
2

3. Hallar la transformada inversa de ————
s?2(s+2)

Solucién:

Recordando el principio de la convolucion, L{f (t)} L{g(t)} = F(s)G(s)
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2
Ad A F = — G = ——
emas se conoce que F(s) 2V (s) p——

Aplicando transformada inversa, se encuentra que estds funciones corresponde a

t t
ty e~2' yalresolver la siguiente integral fte‘Zt‘ZTdr = e‘thre‘ZTdr
0

0
1 1 1
cuyo resultado es — Ze_Zt (e_ZT(ZT +1) |(t)) = Ze_Zt - Ze‘”‘t(Zt +1)

Ejercicios propuestos

Mediante convolucién determinar la transformada inversa de las siguientes funciones:

1. F(s) = Sol. 1 — cos(t)

1
s(s2+1)

S 1
—m Sol. gt sen(3t)

3. F(s) = ! Sol. e7t —e~2t
(s+2)(s+1)

4. F(s) = 5 Sol. 2(cosh(t) — 1)

2
(s2-1)
G Sol. ;(e7t -1)
4 et 1
6. SG-D Sol. T—t—tz -5
7. __r Sol. leZt - le‘Zt - 1t = 1senh(Zt) - 1t
s2(s2—4) 8 8 2 4 2
s
GrDG-D °
s
G+ D61 o
4 1
10. m Sol. T [sen(4t) — 4 t cos(4t)]

6.9. Aplicaciones de la transformada de Laplace

1 1
l. t_ _ -t —t -t
e 4e +2 e

[et + sen(t) — cos(b)]

N = A=

El uso de la transformada de Laplace en aplicaciones es necesario cuando se tienen
distintas funciones que interactian con el sistema en distintos intervalos de tiempo,
aungue claro, también se los puede utilizar para resolver sistemas simples:

Ejemplos:
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1. Se tiene un circuito RLC, que consta con un inductor de 0,5 Henrios, una resistencia
de 7 ohmios y una capacitancia de 0,05 Faradios, ademads se sabe que la fuerza
electromotriz es de 10cos (2t). Al inicio no hay ni corriente ni carga en el sistema.
Determine las ecuaciones de la carga y la corriente en cualquier instante.

Solucion:

A partir del modelo planteado para este caso y reemplazando los datos, se tiene,

1d%?q _dq
S di + 7E + 20q = 10cos(2t)
d’q dq
W + 14& + 406[ = ZOCOS(Zt)

Se aplica la transformada de Laplace en ambos lados de la ecuacién:

L {% + 14% + 40q} = L{20cos(2t)}
Luego aplicamos linealidad.

L{q""} + 14L{q'} + 40L{q} = 20L{cos(2t)}

De esta expresion se observa que hay una forma muy usual, por lo que esto también se
puede expresar asi:

s2L{q} — sq(0) — q'(0) + 14sL{q} — 14q(0) + 40L{q} = 20L{cos(2t)}

Luego, al reemplazar las condiciones iniciales, se tiene,

s2L{q} + 14sL{q} + 40L{y} = 20L{cos(2t)}

Reordenando esta expresion y despejando la transformada de la variable, dependiente

20L{cos(2t)}
{s? + 14s + 40}

se tiene, L{q}{s? + 14s + 40} = 20L{cos(2t)},0 sea, L{q} =

Luego al aplicar la transformada inversa en ambos lados de la ecuacién:

S
= 201:‘1{ }
a (s?2 4+ 4)(s? + 14s + 40)

y aplicando el proceso de fracciones parciales se obtiene que la transformada es:

Se 10t g4t N 7sen(2t) + 9 cos(2t)

17312 " 30 520

2. Unaviga de 10 metros de longitud esta apoyada en dos columnas verticales. Si la viga

tiene una carga uniforme de 400 kg por metro de longitud y una carga en el centro de
4000 kg. ¢Cudl es la curva elastica de la viga? Considere y(0) = 0,y'(0) =0

Solucion:
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A partir de la informacidn del problema se tiene que las fuerzas que intervienen en este
proceso son:

= Peso que se encuentra en el centro de la viga, ademas del propio peso de la viga,

1
> (4000 + 10 - 400) = 4000

= Peso concentrado en la cuarta parte de la viga de 400x dirigida hacia abajo.
Por lo tanto. el momento flector es:

M = F,d, — F,d, = 4000x — 400x?

Reemplazando en el modelo de la ecuacidn diferencial para este caso, se tiene,
Ely” = 4000x — 400x?

Aplicando la transformada de Laplace, se consigue:

EI(s2£{y} — sy(0) — y'(0)) = 4000L{t} — 400L{t?}

4000 800
ElL{y} = 3 a1 0Seq
_, (4000 800 . 5 400¢3
Ely=L { = 5—4} para finalmente obtener,y = 2000t~ — 3

Ejercicios propuestos

Empleando la transformada de Laplace se solicita resolver:

1. Una masa que pesa 32 g se encuentra sujeta al extremo de un resorte ligero que se
estira 1 m. cuando se le aplica una fuerza de 4 kg. Si la masa se encuentra en reposo en
su posicion de equilibrio cuando t = 0y si, en ese instante, se aplica una fuerza f(t) =
cost que cesa abruptamente en t = 27 s, determinar la funcién de posicién de la masa
en cualquier instante, si se permite a la masa continuar su movimiento sin
impedimentos. Teniendo en cuenta la ley de Hooke, la ecuacidon que modela la posicién

de la masa m es:

<

e (0SS
Solucion:

1

—sen 2t , 0<t<?2m
x(t) = {1

1t t 1 2t + 1t 2t 3 2t , t=>2

2 sen 16sen 16 cos 8cos , t=> 27

2. Un circuito RLC, con R = 110 Q,L = 1H y C = 0.002 F tiene conectada una bateria
de 90V. Considerando que en t = 0 no hay corriente en el circuito ni carga en el

condensador y que, en el mismo instante, se cierra el interruptor por 1 s. Si al tiempo
203



CAPITULO VI ECUACIONES DIFERENCIALES

t=1 se abre el interruptor, y asi se conserva, encontrar la corriente resultante en el

circuito. Considere como modelo de la ecuacidn del circuito:

t

1
I' + 1101 + Wf Idt = E, siendo E = 90[U(t) — U(t — 1)]
. 0

Solucién:

x(t) _ {e—lot _ e—lOOt , 0 <t< 1
- (1 _ elO)e—lot _ (1 _ elOO)e—loot Lt 1

3. Un farmaco entra y sale de un érgano de volumen v, cm® a una tasa de @ cm3/s,
donde vy y a son constantes. Considerar que, en el tiempo t = 0, la concentracion del
farmaco es 0 y tras administrarlo, la concentracion aumenta linealmente hasta un
macimo de k en el tiempo t = t,, en el cual el proceso se detiene. Determinar la
concentracion del farmaco en el érgano en todo instante y su maximo valor.

Solucion:
kt kv,

a.Parat < t, setiene: x(t) = ——— (1 — e /%)
ty ato

kv kv
b.Parat > t, setiene: x(t) = — e %t/% 4 (k - —0) e~*(t=to)/vo
at, at,
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7. APENDICE

A.1. TABLA DE DERIVADAS E INTEGRALES DE FUNCIONES POLINOMICAS Y TRASCENDENTES

TABLA DE DERIVADAS

TABLA DE INTEGRALES

Potencias
| un+1
1.| y=u" (neR) y=n-u"""-u' [u" -u'dx = 1+k (n#-1)
Exponenciales
2 y=¢e" y'=e' -u' [e" -u'dc=e" +k
u
3 y:au y':au-La.u' J.au.u'dx_a _|_k
La
Logaritmicas
u' u'
4 y=Lu Y= — [—dx=L|u|+k
u u
' 1g b
u c
5. =lg u '=—-.lg e g, b=
y=1g2, y » ga Recordar: a g, a
Trigonométricas
6. y=senu y'=cosu-u' [cosu-u'dx=senu+k
7. y=cosu V'=—senu-u' [sen u-u'dx=—-cosu+k
8. y=1Iigu y'=sec” u-u' [sec’u-u'dcr=tgu+k
' u' f u' dx Tk
9. | Yy=arcsenu y= ———=arcsenu
1—u? Vi-u?
y=arc cosu y'= U | wdx _ arc cosu +k
10. = = ==
1—u? V1-u?
,u' u' dx
11. y=arctgu y'= 5 =arctgu+k
1+u 1+u
Operaciones mas usuales en derivadas e integrales
12. y=k-u y':k-u' f(u+v)dx=fudx+fvdx
13. y=u-+v y': u' +v Integracion por partes:

fudvzuv—jvdu

14, y=u-v V=u'"v+u-v
u v veu'—u-v' Reglade lacadena: y(x) = y[u(v(x))]
15. y=— y=——> v _dy du dv
0% v dx du dv dx
— Derivada de la funcién inversa:
16. -y’ =y +u’  Lu-y . ,
y=u Y Siy=f(x); x=g) =g = 1/f

Observaciones:

a) Las letras u y v representan funciones de x: u = u(x); v = v(x); k € R; L: logaritmo neperiano
b) Cuando u(x) = x — u’(x) = 1, obtenemos las derivadas e integrales simples
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A.2. METODOS ANALITICOS PARA RESOLVER ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS.

= Condiciones de existencia en la solucion de una EDO

Dada la EDO: y' = f(x,y), admite solucidn siy solo si,

a. Si f(x,y) es continua y uniforme en R

b. Si@ existe, continua para todo punto de R

= Ecuacidn de Primer Orden:

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

= Para el caso en que My N sean lineales no homogéneas:
A=0=>t=aqx+By; A¥*0->x=r+hy=s+k

= Para el caso en que My N sean lineales homogéneas:
fQxA) = f(x,y) >y = ux

= Para el caso en que la EDO sea exacta:

oM 0N

% =a—>u(x,y) =C;ulxy) = fM(x,y) dx + ®(y)

= Factores de integracion:

Caso |. Cuando el cociente determina una funcién en x,

dM ON

dy  ox

% — f(x) - FI: ,u(x) — eff(x) dx

Caso Il. Cuando el cociente determina una funcién eny,
oM _ oN

——r = 9o = Flip(y) = /I E

Caso lll. Cuando la funcién diferencial es homogénea,

Mx+Ny¢0—>FI:u=m

Caso IV. Cuando la funcién diferencial no es homogénea,

1

G y)ax +xgCoy)dy = 0; f(xy) # g(ny) = FI: p = o= N

B 1
~ Mx — Ny
G,rupg de . Factor Diferencial exacta
términos | integrante (u)
1 xdy — ydx y
wy—ydx | — =)
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J p 1 —xdy + ydx ( x)
xdy — ydx — - =d|——
yoy y? y? y

1 dy dx y
xdy — ydx Xy 7_7_d(l'n;)

xdy — ydx

1 xdy — ydx yxzy

xdy — ydx 212 Ty —=d (arctan —)
T T
xdy + yd -1
ST Jine1

1 Cey)™ (n — 1D CGy)

xdy + ydx —
(xy) xdy +ydx dIL | n=1
xy =d|Ln(xy)] n=
xdy + ydx -1

1 (x% +y2)? 2(n— D +y?)nt

xdy + ydx Y BTV
(x% +y2) xdy+ydx_d[1L 2 4 2] _ 1
x2+y2 zn(x yI| n=

= Ecuacion diferencial lineal de primer orden:

Z—i}+ yP(x) = Q(x) > y = U Q(x)el POITx gy Ce‘fp(x)dx]

= Ecuacion diferencial de primer orden del tipo de Bernoulli:

2 yPG) = Y00z = i
dx Y y ; y

= Ecuacion diferencial de primer orden del tipo de Ricatti:

d
—HA@YHBEY+CE =0 yioy =y +1/7
= Ecuacion diferencial lineal de orden superior:

i} dy d’y  dp
p" + Pp" 1+"'+Pn—1p+Pn:0;E:p_)ﬁ:p@

= Ecuacion diferencial lineal de Clairaut:
y=xy' +g@') »y=Cx+f(C)

= Ecuacion diferencial lineal de Lagrange:

Y = xp(y) + U = xp(p) + W(p) » X4~ 40, 1 ¥
dp ¢—pdp p—edp
= Ecuacion diferencial de Abel:
e—fR(x)dx
y" + R(x)y" + S(x)y = Q(x), Conocido y,, entonces: y, = y; f y—fdx

= Ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes:
Expresion de la EDO en factores: (D — my)(D — my)(D —m3)...(D —m,) =0
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Casol.m; #my, # my ... >y = Cie™* + C,e™2* .
Casoll. my =my #mg .. >y = Cie™* + C,e™* ..,
Caso lll.m = +bi - y = e**(C,Cosbx + C,Sen bx)

= Meétodo continuo

y=emﬂfemwmmafgmﬂmnmfemfmmaffQ(mﬂ@my

= QOperadores anuladores:

Casol.y=A+Bx+Cx*>+ -+ Nx""1=L,=D"

Casoll.y =e** - Ly = (D —a)

Casolll.y = e + xe™ + x2e™ + -+ x" 1™ - L, = (D — a)"
CasoIV.y = Sen bx; y = Cos bx - Ly = (D? + b?)

y = Sen bx + xSen bx + x2Sen bx + --- + x" " 1Sen bx
y = Cos bx + xCos bx + x*Cos bx + -+ x" 1Cos bx

CasoVL. y = e®Senbx; y =e%Cos bx - Ly = [(D? — a?) + b?]

Caso V. [ - Lo = (D? + b?)"

= e%Sen bx + e*xSen bx + e®*x?Sen bx + -+ e¥®x" 1Sen bx]
= e¥Cos bx + e®xCos bx + e x?Cos bx + -+ e®x™" 1Cos bx

- Ly = [(D? — a®) + b?]"

Caso VIIL. [y
y

= Meétodo de variacidon de pardmetros

y = Cy1(x) + Cya(x) + -+ Cuyn(x)

Yp = Lioy1 (%) + Loy y2(x) + -+ + Ly Yn ()
Liyi + Loy, + -+ Lyyn = 0

Liyi + Lyy; + -+ Lyyn =0

Lm0+ Ly ek Loy = Q

n
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A3. TABLA DE TRANSFORMADAS DE LAPLACE

LF(D)} = f e~SLF()dt

Jim sF(s) = f(0)

0

Slirg;r sF(s) = tl_l)srnoo f(®)

f@® F(t)
1
1. 1 -
S
1
2. t —
S
n!
n
3. t gn+l
1
a. — r
Vt s
5. et _ll_
s+a
6 t-e-at ;
' € (s + a)?
. n!
n,—a
7. t"e m
w
8. sen(wt) 21w
S
9. COS(Wt) SZ-I-—WZ
s-sen(8) +w - cos(6
10. sen(wt + 6) ( 2)+ > ©)
S w
s-cos(8) —w -sen(6
11. cos(wt + 0) ( 2+ > ©)
S w
—at w
12. e~ % sen(wt) m
—at s+a
13. e~ % cos(wt) m
2wWs
14. t- sen(wt) m
s% —w?
15. t- COS(Wt) m
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w

16. senh(wt) prR—
S
17. cosh(wt) P —
18. e Uf(t) SF(s +a)
n n a"
19. t"f(t) (-1) 'WF(S)
20. ft—a)U(t —>a)(;a =05 . F(s)
21. 5(t — to) e~ Sto
2. o SF(s) = f(0%)
d*f(t) 2 + 10+
23. — s?F(s) —s - f(0") — FM(0h)
24. () s"F(s) —s™ f(0F) — e = f(TD(0F)
t
25. ff(r)dt F(s)
S
0
26. ft—ty) e M5F(s)
27. c1f1(t) + c2f2 (1) c1Fi(t) + o Fa(t)
28. Fi(s)F,(s)

[ A@- fote - ar
0
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A4. TABLA DE SERIES DE POTENCIAS

1 1 1
—1+Fx+5x +§x +Ex + - Z—x —o0 < x <o
. Lna In*a , ILn*a , In*a , _(Inta
a*=1+ 1 X+ TR + TR + o X +---—2 X ; —o<x<®™
1 1 1 1 — n 1 2n+1.
Senx—x—yx +§x —%x +ax - —Z(—l) mx ; —oo < x < oo
1 1 1 1 n
cosx—l—ax +Zx —ax +§x — Z(—) Zn )' n. —c0<x <o
1 1
Ln(1+x)—x—§x +3x ——x + - Z( 1)” x"l —1<x<1
ot x3+1-3x5+1-3-5x7+ \1'3:5..2n—-1) £ l<r<1
e =X 3 45 " 2. 4.6 7 - 2-4-6..2n) 2n+1 X
x3 x> X7 1
arctanx—x—?+?——+ Z(— )”(2 +1) xtl. 1 <x <1
1 1 1 1 1 _—
senhx—x+§x +§x +ﬁx +ax + - me ; —o < x < oo
1 1 1
coshx—1+§x +Ex +ax +—x + - (Zn)' . —o<x <00
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