Investigacion de operaciones |

Fundamentos y aplicaciones de la programacioén lineal

Adriano Ramirez Galeano
Luis Ramiro Aguilar Ordofiez




Investigacion de operaciones |

Fundamentos y aplicaciones de la programacion lineal

Adriano Ramirez Galeano
Luis Ramiro Aguilar Ordofez

ISBN: 978-9942-33-981-2 DOI: http://doi.org/10.48190/9789942339812



ompas

capacitacién e investigacion

© Adriano Ramirez Galeano

Docente de la Universidad Técnica de Machala
Correo: adramirez@Qutmachala.edu.ec

ORCID: 0009-0000-0328-836X

Luis Ramiro Aguilar Ordofiez

Docente de la Universidad Técnica de Machala
Correo: Iraguilar@utmachala.edu.ec

ORCID: 0002-0000-0564-0934

Primera edicidon, 2025-11-05

ISBN: 978-9942-33-981-2

DOI: http://doi.org/10.48190/9789942339812
Distribucién online

@ Acceso abierto

Cita
Ramirez, A., Aguilar, L. (2025) Investigacién de operaciones |. Fundamentos vy
aplicaciones de la programacién lineal. Editorial Grupo Compéas

Este libro es parte de la coleccién de la Univesidad Técnica de Machala y ha sido
debidamente examinado y valorado en la modalidad doble par ciego con fin de
garantizar la calidad de la publicacién. El copyright estimula la creatividad, defiende la
diversidad en el &mbito de las ideas y el conocimiento, promueve la libre expresion y
favorece una cultura viva. Quedan rigurosamente prohibidas, bajo las sanciones en las
leyes, la produccién o almacenamiento total o parcial de la presente publicacion,
incluyendo el disefio de la portada, asi como la transmision de la misma por cualquiera
de sus medios, tanto si es electrénico, como quimico, mecénico, éptico, de grabaciéon
o bien de fotocopia, sin la autorizacion de los titulares del copyright.



Investigacién de Operaciones |

Agradecimientos

Adriano Ramirez:

Agradezco a mi bondadoso maestro Ing. Eléctrico Sant Rajinder Singh Ji
Maharaj, por su inspiracién y apoyo.

Agradezco a mi padre(+), a mi madre, a mis hermanas, a mi esposa y mis hijos

Ramiro Aguilar:

Agradezco a mi madre, a mi esposa y a mis hijas.



Investigacién de Operaciones |

INDICE
CAPITULO 1. PROGRAMACION LINEAL......cccoceerreeecreeccranecsanecsas 12
TEMA 1. INVESTIGACION DE OPERACIONES .......ccccceerueeraeersuecacesanesaaces 13
172 OBJETIVIOS. ...ttt ettt enns 13
1.25 INTRODUCCION ... 13
1.3.-SINOPSIS HISTORICA DE LA INVESTIGACION ..o, 14
1.4.- IMPORTANCIA DE LA INVESTIGACION.....oooveoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 15
DE OPERACIONES.........co oottt ese s enes 17
1.6.-CUESTIONARIO DE PREGUNTAS ...ttt 17
T.8AAPENDICE .......cocveoeieiseeie e 20
CAPITULO 2. PROGRAMACION LINEAL......cccesvesueussasssssssssasssess 26
TEMA 2. PROGRAMACION LINEAL .......ccccceereerreeraeesaeeseessaesasesaessassasesaenaes 27
2.1 mOBUETIVIOS: .ottt ettt 27
2.2-INTRODUCCION ...t 27
2.3.1.-CONCEOPLUBNIZACION ..o 28
2.3.1.1.-Conceptualizacidon estructural:........cccoceveiriiiiniiicceeee e 28
2.3.1.2- Conceptualizacidn cOmo Caja NEGIra:.....ccoeveireieiinieirieieeneeee e 28
2.3.1.3--Conceptualizacion funcional:........ccoccviiinneiniiinicccece 28
2.4-MOEIACION ...t 29
2.4.1-MOdEI0S [CONICOS: ...viuiiiieiietiieiee et e 29
2.4.2-Modelos ANalOGICOS: ...c.oiiiiiiiiiiieeieee e 29
2.4.3- Modelos Matematicos 0 Simbolicos. .....cocviiiiiiiiiiiiiiie 29
2.5.-Programacion LiN@al.............ccccceieiiiiieieieieeeeeeeeee e 30
2.5.1. FUNCION ODJETIVO: .ottt 30
2.5.2.-Variables de deciSiON:........cociiiiiiiiiiiie 30
2.5.3.-Constantes del Sistema: .......ccciiiiiiiiiiii 30
2.5.4 - RESIIICCIONES! ..ttt ettt 30
2.5.5.-Planteamiento MatemMAatiCO .......ccviiiriiiiiiii 31
2.6.-EJERCICIO PROTOTIPICO: SATISFACCION DIARIA.........cooovoeeeererreriesrrrsrrennn, 32
2.7 -CONGCLUSIONES ..ottt 35
2.8.-CUESTIONARIO ..ottt 35
2.8.1.-VERDADERO-FALSO....c.oiiitiieitiieeeeeee ettt 35

2.8.2. OPCION MULTIPLE ..o e es e 36



Investigacién de Operaciones |

2.8.3.-EJERCICIOS PROPUESTOS ..ottt 38
2.8.- GLOSARIO ...t 41
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS ... 43

CAPIiTULO 3. METODO SIMPLEX.....ccccooeeeeeeessnssssssssssossssscssssssssssd®
TEMA 3. SOLUCION GRAFICA DE UN MODELO DE PROGRAMACION

LINEAL ....cuueeeeerrcnnccssnsecssonsecsssnsscsssnsasssssssssssnssesssnssessssasssssssssssssnssssssssssssnns 47
3. 1mOBUETIVOS ..o 47
3.2ANTRODUCCION ... 47
3.3 -DESARROLLO ..o 47

3.3.1.-FUNDAMENTOS PARA SOLUCION GRAFICA: ..o 47
3.3.2-GEOGEBRA ...t 48
3.4.-PROCEDIMIENTO: ..o 48
3.4.1.-CAMIONETAS CABINA SENCILLAY DOBLE ..., 49
34.2-EJERCICIO 2. oo 61
3.5.-CONCLUSIONES ... 72
3.6.-CUESTIONARIO Y EJERCICIOS PROPUESTOS ..., 72
3.6.1.-VERDADERO-FALSO....c...omivoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 72
3.6.2.-OPCION MULTIPLE ..o 73
3.6.3.-EJERCICIOS PROPUESTOS ... 73
3.7.-GLOSARIO. ..o 74
B.8APENDICE ... 76
CAPITULO 4. METODO SIMPLEX......ccccrceerseeecsarersanecascsasessanceses 78

TEMA 4. SOLUCION ANALITICA DEL METODO SIMPLEX ....cccccerverueeneennee 79
4.1.mOBIETIVOS ..o 79
4.2 -ANTRODUCCION ... 79
4.3 -DESARROLLO ... 80
4.4.-PROCEDIMIENTO......ooeveeeeeeeeeeeeeeee e 81
4.5.-EJERCICIO PROTOTIPICO Tooeooeeoeeeeeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 87

4.5.1-CAMIONETAS CABINA SENCILLAY DOBLE .....ovvvveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeene 87
4.5.2 -EJERCICIO PROTOTIPICO 2 ..., 108
4.6.-CONCLUSIONES ... 133
4.7.-APENDICE Operational RESEAICH.............cocvvveereeeeeeeeeeeeeeeeeee s 134
4.8.-CUESTIONARIO ..o 139

4.8.1-VERDADERO-FALSO .....ooiiiiiiiiiiiicceeeeee e 139



Investigacién de Operaciones |

4.7.2.-OPCION MULTIPLE ..o 140

4.7 3-EJERCICIOS PROPUESTOS ......cvoieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 140
4.9.-GLOSARIO......oooovoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 143
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS ..o 148
CAPITULO 5. SOFTWARE PROGRAMACION LINEAL .............. 151
TEMA 5. SOLUCION PROGRAMACION LINEAL CON. ......cccceerueerneecsnecnene 152
5. 1mOBUETIVOS ..o 152
5.2ANTRODUCCION ..o 152
5.3 -DESARROLLO ..o 153
5.3.1.= SOLVER-EXCEL .....viiovioeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 153
5.3.1.1.-Ejercicio PROTOTIPICO 1. ...oovoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 156
5.3.1.2.-Ejercicio PROTOTIPICO 2. ..o, 162

5.3.2 LINGO ..o 167
5.3.2.1.-DESARROLLO ... 167
5.3.2.2.-Ejercicio PROTOTIPICO 1. ..o 168
5.3.2.3.-Ejercicio PROTOTIPICO 2. ..o, 171
5.4.-CONCLUSIONES ... 174
5.5.-CUESTIONARIO. ..o 174
5.5.1.-VERDADERO-FALSO........cooerereeeeeeeeeeeses e 174
5.5.2.-OPCION MULTIPLE ..o, 175
5.5.3.-EJERCICIOS PROPUESTOS .......ovmoioiieeieeeeeeeeeeeeeeeeeeesees s 176
5.8-GLOSARIO ..o 178
CAPITULO 6. SOFTWARE PROGRAMACION LINEAL .............. 180
TEMA 6. ANALISIS DE SENSIBILIDAD........cccceerueeeecaeeraeeaesseesaeesasssseasens 181
615 OBUIETIVOS ..o 181
E.2-ANTRODUCCION ... 181
6.3-DESARROLLO ... 182
6.4.-INDUSTRIAS JARAMILLO ... 185
6.5.-Anélisis de sensibilidad modificando Pardmetros Bi, Cj - .....cccccecvvevuvenucunnnee. 190
6.6.-CONCLUCIONES........ooooeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 194
6.7« CUESTIONARIO ..o 195
6.7.1 -VERDADERO-FALSO....c...ovioeeeeeeeeoeeeeeeeeeee e 195
6.7.2.-OPCION MULTIPLE ..o 195

6.7.3.-EJERCICIOS PROPUESTOS ..ot 196



Investigacién de Operaciones |

8.8.-GLOSARIO. ... 198
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS CAPITULO 5.....cooovveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeevevs e 198
CAPITULO 7. DUALIDAD ....cccccuceeceecnceccecaecscsscscsscscsscsosscsscscsscee 2071
TEMA 7: OBTENCION DEL PRIMALY DEL DUAL ......ccuueeeeeueeeceneeeccsnaees 202
70 OBIETIVIOS oo 202
7.2 ANTRODUCCCION. ... 202
7.3.<EJERCICIO PROTOTIPICO 2., 203
74 -CONCLUSIONES ..., 211
7.5 «CUESTIONARIO ..o 212
7.5.1 -VERDADERO-FALSO.....cooovimiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 212
7.5.2.-OPCION MULTIPLE ..o 213
7.5.3-EJERCICIOS PROPUESTOS ... 214
7.6.-GLOSARIO......ooooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 216
CAPITULO 8. DUALIDAD ....cccccecuceececcececcecaccscsssscsscscsscsscsccocsces 217
Tema 8. PROBLEMA DUAL APLICADO A LA ECONOMIA ........ceeeeeuneen 217
8.1.mOBUETIVOS: ..o 218
8.2 ANTRODUCCION: ... 218
8.3.-Problema prototipico COOPERATIVA NUEVOPILO.........ccoveeeeeeeeeeeeeeseen. 218
8.4.-SOLUCION ... 219
8.4.1. -=SolUCION PRIMAL ..ot 219
8.5.- DUAL oo 223
8.6.-CONCLUSIONES ..o 227
8.7.-GLOSARIO. ... 227
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS CAPITULO 8......ooovvoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesee 227

APENDICE A ......oeeeeeeeeeeessssssscecssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssscce 230
APENDICE B ..cuueeeeeeeeeeeessssssssssssssscsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssce 233
APENDICE C ..coueeeeevneececesssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssees 234



Investigacién de Operaciones |

PREFACIO ALTOMO 1

Este libro, dividido en dos tomos, tiene como objetivo principal proporcionar una
guia claray estructurada para los estudiantes que se enfrentan por primera vez al
curso de investigacion de operaciones. Busca unificar los métodos de ensefianza,
organizando de manera légica los temas a tratar para evitar que los estudiantes
perciban la asignatura como un conjunto desconectado de conceptos. A través
de este enfoque se aborda la diversidad de modelos y métodos de optimizacidn,
desde los clasicos hasta los heuristicos, asi como la aplicacién practica en
problemas administrativos y econémicos, tales como mezclas de produccidn,
asignaciones y rutas dptimas. De esta manera se pretende facilitar el aprendizaje
y evitar la sobrecarga cognitiva, promoviendo una mejor comprensién vy
organizacién mental de los contenidos.

La programacion lineal, como herramienta matemética fundamental, se centra en
la optimizacion de recursos y en la toma de decisiones eficientes. Este enfoque,
introducido magistralmente por el ingeniero Dantzig mediante el método
simplex, permite resolver problemas complejos de manera sistemética. En este
libro, la estructura de los capitulos se orienta a consolidar las bases analiticas del
estudiante, asegurando una comprensién sélida del modelo matemético basico
que sustenta esta disciplina.

El enfoque principal de los temas tratados serd la formulacién de modelos
matematicos de programacion lineal. Posteriormente, se procederd a resolver
dichos modelos utilizando el método simplex a través del programa SOLVER de
Excel, considerado una herramienta accesible y eficaz, a la que se anexa el
manual de instalaciéon. Este procedimiento permitird observar cémo, a pesar de
la diversidad de los temas, todos convergen gracias a la soluciéon propuesta por
el ingeniero Dantzig. Ademas, el uso de herramientas tecnoldgicas actuales,
como computadoras y dispositivos méviles, facilitara el analisis matematico y la
interpretacion de los resultados obtenidos. El objetivo principal seré verificar
estos resultados, comparandolos con los generados por el programa, para
garantizar su validez y precision.

También se han utilizado herramientas como GEOGEBRA y la aplicacion
OPERATIONAL RESEARCH de Ketan Cheuhan, las cuales son accesibles desde
teléfonos moviles. Estas aplicaciones han demostrado ser sumamente Utiles para
la ensefianza del método simplex, ya que GEOGEBRA facilita su comprensién
visual, mientras que OPERATIONAL RESEARCH permite resolverlo paso a paso,
optimizando el tiempo y reduciendo la necesidad de utilizar laboratorios de
informatica.
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Se incluye un segmento adicional dedicado al andlisis matricial, pensado
especialmente para aquellos interesados en profundizar en las bases
matematicas que sustentan el método simplex. Este apartado permite
comprender cémo los procedimientos utilizados en el método simplex
encuentran su respaldo en operaciones y conceptos matriciales. Ademas, se
exploran temas como la relacién entre el problema primal y dual, asi como el
concepto de precio sombra desde una perspectiva matricial.

Es importante destacar que esta informacidén complementaria no forma parte del
contenido principal del libro, sino que se ofrece como un recurso adicional para
quienes deseen ampliar su entendimiento sobre estas estructuras matematicas y
su aplicacion en el método simplex.

Estructura del libro Tomo 1

El Tema 1 introductorio debe leerse por su contenido, pues no se trata de un
resumen del libro. Dicho capitulo repasa las caracteristicas béasicas de La
Investigacion de Operaciones (IO) como una disciplina cientifica interdisciplinaria
enfocada en optimizar la toma de decisiones mediante métodos cuantitativos y
modelos matematicos. Su desarrollo histérico, desde la Revolucidon Industrial
hasta su consolidacién en la Segunda Guerra Mundial.

En el Tema 2 se enfatiza que, en escenarios conocidos, es esencial trasladar los
problemas del mundo real a modelos mateméaticos que representen las
restricciones y caracteristicas clave del entorno. Este proceso incluye la
formulaciéon de modelos y la identificacién de restricciones, lo cual resulta
fundamental para optimizar soluciones utilizando herramientas como la
programacion lineal. Como ejemplo, se presenta un caso particular en el que un
joven, durante un dia de relax, busca maximizar el aprovechamiento de su
tiempo.

En el Tema 3 se destaca que el uso de herramientas como GEOGEBRA es una
estrategia efectiva para comprender de manera visual e intuitiva los problemas
de programacién lineal con dos variables. Esto ayuda a construir una base sélida
para resolver problemas mas complejos mediante el método simplex. Ademas,
se presentan dos ejemplos practicos que ilustran situaciones comunes en este
tipo de problemas, permitiendo abordar los principales cuestionamientos vy
trasladar estas soluciones al entorno del método simplex. De esta forma, se
facilita tanto el aprendizaje como la aplicacion de los principios fundamentales
de la programacion lineal.

En el Tema 4 se aborda el método Simplex, desarrollado por George Dantzig en
1947, el cual es un procedimiento algebraico iterativo disefiado para resolver
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problemas de optimizacién en programacién lineal con dos o mas variables de
decisién, superando las limitaciones de las soluciones geométricas al abordar
problemas mas complejos de manera algebraica. Este método se basa en evaluar
soluciones factibles bésicas en los vértices de la region factible, desplazandose
iterativamente hasta encontrar la solucién éptima.

El proceso incluye dos etapas fundamentales: la Etapa |, en la que se introducen
variables auxiliares para garantizar un punto inicial dentro de una regidn factible,
incluso cuando el problema original no lo tiene, y la Etapa Ill, que optimiza
directamente sobre la regidn factible original utilizando las variables de decision
iniciales. Estas dos etapas reflejan el uso de dos ejemplos prototipicos comunes,
que abarcan todas las posibles situaciones en las que se requieren variables
artificiales. Ademas, se destaca la utilidad de herramientas como Operational
Research, una aplicacién disponible para dispositivos Android, que facilita el
aprendizaje del método Simplex al permitir a los estudiantes seguir el
procedimiento paso a paso de manera didactica, verificando cada etapa del
proceso y reforzando su comprensién de los conceptos clave.

En el Tema 5 El texto aborda la evolucién del modelo matemético para
problemas de programacion lineal, destacando su transicién de soluciones
gréficas a métodos algebraicos como el algoritmo Simplex, impulsada por los
avances computacionales que han dado lugar a un amplio mercado de paquetes
informaticos. Herramientas como Operational Research, SOLVER de Excel y
LINGO se presentan como opciones accesibles y didacticas para resolver
problemas de distinta complejidad. Operational Research es ideal para sistemas
pequeios, manejando hasta 10 variablesy 10 restricciones, mientras que SOLVER
permite trabajar con 200 variables y restricciones, y LINGO ofrece una version
estudiantil gratuita para problemas mas avanzados. Para casos de mayor escala,
que involucran cientos de miles de variables, el mercado estd dominado por
desarrolladores privados que ofrecen sistemas personalizados.

En el &mbito educativo, herramientas como SOLVER, incluido en Microsoft Office,
y LINGO son especialmente Utiles para docentes y estudiantes, ya que permiten
ingresar datos y verificar resultados comparandolos con métodos previamente
estudiados, reforzando asi la comprensién de la programacién lineal y la
optimizacién. Para facilitar el aprendizaje, se trabaja con los mismos problemas
prototipicos abordados en temarios anteriores, asegurando que los estudiantes
se concentren en el nuevo método de solucidn mediante herramientas
informaticas, sin distraerse con problemas completamente nuevos. Este enfoque
garantiza un aprendizaje practico y efectivo de los conceptos y procedimientos
relacionados con la programacion lineal.
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En el Tema 6 La solucidén gréafica permite observar la posibilidad de modificar las
condiciones de los pardmetros, como la cantidad de recursos, el valor de los
precios o los costos, reconociendo los limites hasta donde es posible realizar
estas modificaciones sin afectar los valores de la funcién objetivo. Asimismo, se
determina que, al modificar la funcién objetivo, se obtiene nueva informacion
relevante, como los precios marginales. Toda esta informacién se genera
posteriormente en los resultados de sensibilidad y limites proporcionados por
paquetes informaticos como SOLVER, LINGO o cualquier otro de los numerosos
disponibles en el mercado. Para facilitar el aprendizaje y la comprensién,
continuamos utilizando los ejemplos prototipicos previamente estudiados,
aplicdndoles estas herramientas para reforzar los conceptos y el analisis préctico.

En el Tema 7 El concepto de dualidad en programacién lineal, junto con el
andlisis de sensibilidad y el método simplex, constituye una herramienta
fundamental para comprender la relacion matematica entre problemas primal y
dual. La dualidad establece que cada problema de maximizacion tiene un
problema dual equivalente de minimizacién, y viceversa, lo que permite analizar
los problemas desde perspectivas complementarias. En el método simplex, esta
relacion se refleja directamente en la tabla simplex, donde las variables duales
(precios sombra) emergen como subproductos de la solucidn oéptima del
problema primal, proporcionando informaciéon valiosa sobre los recursos
limitados y su impacto en la funcién objetivo. Ademas, la dualidad facilita la
interpretacion de los resultados del analisis de sensibilidad, ya que permite
identificar los limites de variacion de los coeficientes de la funcion objetivo y de
los recursos disponibles sin alterar la solucién éptima. Esto resulta crucial para la
toma de decisiones en escenarios dindmicos y con restricciones cambiantes.

Técnicamente, la relacién primal-dual también asegura que, en la solucién
Optima, los valores de las funciones objetivo de ambos problemas coinciden. Para
reforzar estos conceptos, se continGa utilizando problemas prototipicos
previamente estudiados, aplicindoles pruebas de optimalidad en Solver. Esta
herramienta permite visualizar como las interacciones entre las restricciones y la
funciéon objetivo se traducen tanto en las soluciones éptimas como en los precios
sombra, consolidando el aprendizaje practico de la dualidad y el analisis de
sensibilidad en programacion lineal.

En el Tema 8 El andlisis econdmico en programacion lineal, a través del concepto
de dualidad, permite interpretar de manera practica y util las relaciones entre los
recursos limitados y las actividades competitivas desde una perspectiva
econdmica. En el modelo primal, las variables representan niveles de actividad,
ganancias unitarias, costos unitarios y recursos disponibles, mientras que, en el

10
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modelo dual, las variables reflejan el valor econémico de los recursos
disponibles, conocidos como precios sombra o precios duales.

Esta relacién primal-dual proporciona herramientas clave para optimizar recursos
y tomar decisiones estratégicas en escenarios econdémicos especificos. El
ejemplo practico de la cooperativa NUEVOPILO ilustra la formulacién del
modelo, la resolucidn por métodos grafico y simplex, y el anélisis econédmico de
los resultados, destacando la relevancia de las soluciones primal-dual en la
evaluacién de los costos de oportunidad del mercado.

11
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CAPITULO 1. PROGRAMACION LINEAL

12
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TEMA 1. INVESTIGACION DE OPERACIONES

1.1.- OBJETIVOS

e Comprender los fundamentos, la evolucion histdrica y
las etapas clave de la Investigacion de Operaciones para
aplicar sus metodologias en la optimizacion de
decisiones empresariales y organizacionales.

e Identificar la relevancia de la Programacidn Lineal como
herramienta fundamental para resolver problemas de
optimizacion en la Investigacidon de Operaciones.

e Analizar cémo la evolucién de las organizaciones
humanas, desde l|la Revolucidon Industrial hasta la
Segunda Guerra Mundial, impulsé el desarrollo de la
Investigacién de Operaciones.

e Explicar el uso de modelos matematicos y técnicas
cientificas para resolver problemas complejos
relacionados con la asignacion eficiente de recursos
limitados.

e Describir de manera precisa las etapas del proceso de la
Investigacién de Operaciones, desde la definicidon del
problema hasta la implementacién practica de la

solucién éptima

1.2.- INTRODUCCION

La Investigacion de Operaciones (10) es una rama cientifica
dedicada a optimizar la toma de decisiones a través de
métodos cuantitativos basados en el rigor cientifico. Su dmbito
de accién es versétil, extendiéndose a disciplinas como la
Administracion de Empresas, la Ingenieria e incluso la gestiéon
en el sector publico. Aunque a menudo se vincula con la
Programacion Lineal, esta ultima constituye solo una parte de la
IO, siendo, no obstante, una de las mas significativas dentro de
su estructura.

Su enfoque tiene raices multidisciplinarias y comenzd a
consolidarse como una ciencia unificada durante los afios 40,
fundamentado en el concepto de sistemay en la integracion de
diversas técnicas matematicas orientadas a resolver desafios
practicos.

“No puede esperarse que un solo individuo sea experto en los
multiples aspectos del trabajo de investigacién de operaciones

13
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o de los problemas que se estudian, sino que se requiere un
grupo de individuos con diversos antecedentes vy
aptitudes”(Frederick S. Hiller and Gerald J. Lieberman, 2000).

De acuerdo con Moore, J. H. & Weatherford, L. R., C.(2000). Las
principales caracteristicas de la 1O incluyen:

- La aplicacion intensiva de herramientas matematicas a
problemas tangibles y cotidianos.

- La obligacién de llevar a cabo la toma de decisiones tras
cada proceso de anélisis planteado.

- La creacién de modelos que estructuren y orienten el
camino hacia decisiones eficaces.

El enfoque en este campo puede ir desde los elementos
tedricos de los modelos matematicos hasta su uso practico. A
pesar de ello, se resalta la importancia de asegurar que las
conclusiones obtenidas sean funcionales y ajustadas a las
necesidades reales del mundo, especialmente en el contexto
organizacional y empresarial. Por dicha razén, la 1O busca
armonizar sus metodologias con soluciones aplicables para la
gestion estratégica.

1.3.-SINOPSIS HISTORICA DE LA INVESTIGACION
DE OPERACIONES

Segun (Daniel Izquierdo Granja & Juan José Ruiz Ruiz.2006), se
indica que la visién histérica presentada describe la evolucion
de las organizaciones humanas y el desarrollo de la
Investigacién de Operaciones a lo largo del tiempo. Desde las
primeras formas de organizacion social, como familias y tribus,
hasta los gremios medievales y las fabricas, se destaca cémo la
necesidad de satisfacer metas individuales y colectivas impulsé
la creacion de estructuras organizativas.

Un punto clave en este desarrollo fue la Revolucién Industrial,
que marcé un cambio significativo en las estructuras
organizacionales. Durante este periodo, se introdujeron
conceptos como la especializacion del trabajo, propuesto por
Adam Smith, y avances tecnolégicos como la maquina de vapor
de James Watt y las partes intercambiables de Eli Whitney.
Ademas, figuras como Charles Babbage, Frederick Taylor y
Henry Ford contribuyeron con ideas innovadoras que sentaron
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George Dantzig

Fue un matematico
reconocido por
desarrollar el método
simplex y es considerado
como el "padre de la

programacion lineal".

Programacion Lineal:

Técnica matemadtica
utilizada dentro de la 10
para resolver problemas
de optimizacién, donde
la funcién objetivo y las
restricciones son

lineales.

Cadenas de Markov:

Modelos  matematicos
que describen sistemas
que cambian de estado
de manera probabilistica,
utiles en la prediccion y
andlisis de procesos

estocasticos.
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las bases de la Administracién Cientifica y la produccién en
masa.

La resefia también aborda el surgimiento de la Investigacion de
Operaciones, especialmente durante la Segunda Guerra
Mundial, cuando se aplicaron enfoques cientificos para resolver
problemas estratégicos y tacticos. Este campo evoluciond con
el desarrollo de modelos mateméaticos, como el método
Simplex de George Dantzig, y con el avance de la
programacion lineal, dindmica y no lineal. La aparicidon del
computador digital permitié una mayor capacidad para
manejar informacidn y tomar decisiones mas precisas.

En décadas posteriores, se destacd el uso de técnicas como
simulacién, anélisis estadistico y programacion matematica en
diversas industrias. Estos avances han sido fundamentales para
optimizar recursos, resolver problemas complejos y mejorar la
toma de decisiones en las organizaciones. En conclusién, la
Administracion de Operaciones ha sido moldeada por siglos
de innovacion tecnoldgica, cientifica y organizativa,
consolidédndose como un campo esencial para el desarrollo

empresarial y social.

1.4.- IMPORTANCIA DE LA INVESTIGACION
OPERATIVA

La Investigacion de Operaciones es una disciplina que combina
técnicas matematicas y enfoques cientificos interdisciplinarios
para resolver problemas complejos relacionados con la
asignacién 6ptima de recursos limitados. Su objetivo principal
es encontrar soluciones o6ptimas dentro de un marco de
restricciones, objetivos y variables definidas. Esto se logra
mediante la construccién de modelos mateméticos que
representan el problema y permiten tomar decisiones
informadas.

“La investigacion de Operaciones es la aplicacion de la
metodologia cientifica a través de modelos, primero para
representar el problema real que se quiere resolver en un
sistema, y segundo para resolverlo”. (Witenberg,

1977)

Entre las técnicas méas comunes de la Investigacion de
Operaciones se encuentran los modelos de flujos, la
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Simulacién:

Técnica que replica el
comportamiento de un
sistema complejo
mediante modelos
computacionales,

especialmente util
cuando los problemas no
pueden resolverse

matemdticamente

Modelo Matemadtico:

Es  unarepresentacion
simplificada de un
fenédmeno real que se
construye con simbolos y
operaciones

matemadticas. Se  utiliza
para estudiar, analizar,
predecir y  explicar

situaciones.

Investigacién de Operaciones |

programacion lineal y no lineal, la teoria de colas, la teoria de
juegos, las cadenas de Markov, la simulacién, entre otras.
Estas herramientas permiten abordar problemas desde
diferentes perspectivas, ya sea mediante célculos matematicos
o simulaciones que dividen los sistemas en maddulos
interrelacionados.

El proceso tipico incluye varias etapas: analisis y formulacion
del problema, desarrollo del modelo matematico, obtencién de
una solucién, prueba del modelo y la solucién, implementacion
y establecimiento de controles. Este enfoque no solo requiere
habilidades técnicas, sino también creatividad y colaboracién
con expertos en el problema especifico para garantizar
resultados efectivos.

Aunque los modelos matematicos son esenciales, no todos los
problemas pueden ser representados o resueltos con estas
técnicas debido a su complejidad o a la cantidad de variables
involucradas. En estos casos, se recurre a métodos como la
simulacién para analizar el comportamiento del sistema.

En resumen, la Investigacién de Operaciones es tanto una
ciencia como un arte que busca optimizar decisiones en
sistemas complejos, maximizando el uso eficiente de recursos
escasos y apoyando a los responsables en la toma de
decisiones estratégicas.

El proceso tipico incluye varias etapas: analisis y formulacién
del problema, desarrollo del modelo matematico, obtencién
de wuna solucién, prueba del modelo y la solucién,
implementacion y establecimiento de controles. Este enfoque
no solo requiere habilidades técnicas, sino también creatividad
y colaboraciéon con expertos en el problema especifico para
garantizar resultados efectivos.

Aunque los modelos matematicos son esenciales, no todos los
problemas pueden ser representados o resueltos con estas
técnicas debido a su complejidad o a la cantidad de variables
involucradas. En estos casos, se recurre a métodos como la
simulacién para analizar el comportamiento del sistema.
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Modelo Heuristico:

Tipo de modelo que
utiliza reglas
aproximadas o técnicas
empiricas para encontrar
soluciones satisfactorias

a problemas complejos.
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1.5.- ETAPAS DE ESTUDIO DE LA INVESTIGACION
DE OPERACIONES

De acuerdo con (Daniel Izquierdo Granja & Juan José Ruiz Ruiz.
2006), se describe detalladamente el proceso de resolucién de
problemas mediante la investigacion de operaciones,
abarcando desde la definicion del problema hasta la
implementacion de la solucidn. Este proceso se divide en cinco
etapas principales:

1. Definicion del problema: Se identifican los objetivos del
sistema, las variables involucradas (controlables y no
controlables), las restricciones existentes y las
alternativas posibles para tomar decisiones.

2. Construccién del modelo: Se desarrolla un modelo que
represente el sistema, considerando las variables de
decisién, la funcién objetivo y las restricciones. Este
modelo puede ser matemético, de simulacién o
heuristico, dependiendo de la naturaleza del problema.
Ademas, se traduce todo a un formato matemético para
facilitar su andlisis.

3. Solucién del modelo: Se resuelve el modelo utilizando
técnicas como el método gréfico o simplex para obtener
una solucién éptima. También se realiza un anélisis de
sensibilidad para evaluar cémo los cambios en los
parédmetros afectan al modelo.

4. Validacién del modelo: Se verifica si el modelo es capaz
de predecir el comportamiento del sistema mediante
datos histdricos. Esto asegura que el modelo sea
confiable y permita ajustes futuros si el sistema cambia
con el tiempo.

5. Implantacién de la solucién: Los resultados obtenidos se
comunican a los responsables de tomar decisiones
mediante informes o presentaciones. Es crucial que los
decisores comprendan las hipdtesis y la [6gica detras de
las recomendaciones para garantizar su correcta
implementacion.

1.6.-CUESTIONARIO DE PREGUNTAS

a) $Cdémo se define la Investigacion de Operaciones (10)?
b) ;Qué elementos comunes caracterizan a la Investigacion
de Operaciones (10)?
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c) ;Qué factores han impulsado el crecimiento de la
Investigacién de Operaciones (10)?

d) ;Qué d&reas o ramas abarca la Investigacién de
Operaciones (10)?

e) Proporcione varios ejemplos reales donde se haya
aplicado la Investigacion de Operaciones (1O).

f) ;Cudles son las etapas principales en el estudio de la
Investigacién de Operaciones (10)?

g) ¢Cdémo se describe el proceso de solucion de un modelo
en Investigacién de Operaciones (10)?

h) ;Los origenes de la Administracién de Operaciones se
remontan a la Revolucién Industrial?

1.7.-GLOSARIO
Administracion Cientifica:

Enfoque sistemético para mejorar la eficiencia en la gestidn y
produccién, desarrollado por figuras como Frederick Taylor y
Henry Ford.

Analisis de Sensibilidad:

Técnica que evalla cémo los cambios en los pardametros de un
modelo afectan a su solucién, permitiendo medir la robustez
del modelo.

Asignacién Optima de Recursos:

Proceso de distribuir recursos limitados de manera eficiente
para maximizar los beneficios o minimizar los costos.

Cadenas de Markov:

Modelos mateméticos que describen sistemas que cambian de
estado de manera probabilistica, utiles en la prediccion vy
anélisis de procesos estocasticos.

Implantacion de la Solucién:

Etapa final del proceso de IO en la que se aplican los resultados
obtenidos del modelo para resolver el problema real.

Interdisciplinariedad:

Caracteristica de la IO que combina conocimientos de diversas
disciplinas, como matematicas, estadistica, ingenieria y ciencias
sociales, para resolver problemas complejos.
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Investigacion de Operaciones (10):

Rama cientifica dedicada a optimizar la toma de decisiones
mediante métodos cuantitativos y el rigor cientifico. Su enfoque
es interdisciplinario y busca resolver problemas practicos en
diversos contextos

Método Simplex:

Algoritmo utilizado en la programacion lineal para encontrar la
solucién 6ptima de un problema con multiples variables y
restricciones.

Modelo Heuristico:

Tipo de modelo que utiliza reglas aproximadas o técnicas
empiricas para encontrar soluciones satisfactorias a problemas
complejos.

Modelo Matematico:

Es una representacion simplificada de un fenédmeno real que se
construye con simbolos y operaciones matematicas. Se utiliza
para estudiar, analizar, predecir y explicar situaciones.

Problema de Decision

Situacidn en la que se deben elegir entre varias alternativas
para alcanzar un objetivo bajo ciertas restricciones.

Produccién en Masa:

Sistema de produccion caracterizado por la fabricacion de
grandes cantidades de productos estandarizados, impulsado
por la especializacién y la automatizacién.

Programacion Lineal:

Técnica matemética utilizada dentro de la 1O para resolver
problemas de optimizacién, donde la funcién objetivo y las
restricciones son lineales.

Revoluciéon Industrial:

Periodo histérico que marcé un cambio significativo en las
estructuras organizacionales y la produccién, sentando las
bases para la Administracién Cientifica y la |O.

Simulacién:
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Técnica que réplica el comportamiento de un sistema complejo
mediante modelos computacionales, especialmente Util
cuando los problemas no pueden resolverse
matematicamente.

Teoria de Colas:

Rama de la IO que estudia sistemas de espera o colas para
optimizar el tiempo de atencidn y los recursos necesarios en
servicios.

Teoria de Juegos:

Técnica matemaética que analiza situaciones de conflicto o
cooperacion entre diferentes participantes para determinar
estrategias optimas.

Validacién del Modelo:

Proceso de verificar si un modelo matemético representa
adecuadamente el comportamiento del sistema real y produce
resultados confiables.

1.8.-APENDICE

En la siguiente Tabla (Daniel Izquierdo Granja & Juan José
Ruiz Ruiz. 2006), se pueden observar algunos ejemplos de
casos reales de uso de la Investigacion Operativa por parte de
diferentes organizaciones y las ganancias y/o ahorros
conseguidos a raiz de ello.
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Tabla 1. Uso de la Investigacion Operativa

Organizacion

Ministerio
holandés de
Infraestructura vy
Medio Ambiente
(The Netherlands
Rijkswaterstaat)

Monsanto Corp.

Weyerhaeuser Co.

Electrobras/CEPAL
Brasil

United Airlines

Aplicacion

Desarrollo de la
politica nacional
de

administracion

del agua,
incluyendo
mezcla de
nuevas

instalaciones,
procedimientos
de operaciones
y costes

Optimizacién de
las operaciones
de produccién
para cumplir
metas con un
costo minimo

Optimizacién
del corte de

arboles para
maximizar la
produccion de
productos

derivados de la
madera

Asignacion
optima de
recursos
hidraulicos y

térmicos en el
sistema nacional
de generacidn
de energia

Programacién
de turnos de

trabajo en
oficinas de
reservas y
aeropuertos

para cumplir con
las necesidades
del cliente a un
costo minimo

Ano

1985

1985

1986

1986

1986

Ahorros
anuales

$15 millones

$2 millones

$15 millones

$43 millones

$6 millones
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Ahorros

Organizacion Aplicacién Ano
anuales

Optimizacién de

las operaciones

de refinacion y

de la oferta, | 1987 | $70 millones
distribucién y

comercializacion

de productos

CITGO Petroleum
Corp.

Optimizacion de
inversiones de
capital para
Santos, Ltd. producir gas | 1987 | $3 millones
natural durante
25 afos en
Australia

Administracion
de inventarios
de petrdleo vy
carbén para el
servicio eléctrico
con el fin de | 1989 @ $59 millones
equilibrar los
costos de
inventario y los
riesgos de
déficit

Electric Power
Research Institute

Optimizacion de

la programacion

y asignacién de

oficiales de | 1989 @ $11 millones
patrulla con un

sistema

informatizado

San Francisco
Police Department

Optimizacién de
la  mezcla de
ingredientes

disponibles para

que los
m ibl .
Texaco, Inc. combustibles 1989 | $30 millones
obtenidos
cumplieran con
los

requerimientos
de ventas vy
calidad

Integracién  de 1990 $20 millones +

IBM una red nacional $250 millones



Organizacion

U.S. Military Airlift
Command

American Airlines

Yellow Freight

System, Inc.

New Haven Health
Dept.

AT&T

Aplicacién

de inventario de
recambios para
mejorar el apoyo
al servicio

Rapidez en la
coordinacidon de
aviones,

tripulacion,
carga y
pasajeros para
manejar la
evacuaciéon por
aire en el
proyecto
"Tormenta del
Desierto" en el

Medio Oriente

Disefno de un

sistema de
estructura de
precios,
sobreventas
(exceso de
reservas) y
coordinaciéon de
vuelos para
mejorar los

beneficios

Optimizacidn
del disefio de
una red nacional
de transporte vy
la programacion
de rutas de
envio en Estados
Unidos

Diseno de un

programa
efectivo de
cambio de
agujas para
combatir el
contagio del
SIDA

Desarrollo de un
sistema
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Aino

1992

1992

1992

1993

1993

Ahorros
anuales

en menor
inventario

Victoria

$500 millones
mas de
ingresos

$17.3 millones

33% menos
contagios

$750 millones
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Organizacion

Delta Airlines

Digital Equipment
Corp.

China

Cuerpo de
defensa de la
Republica de
Sudéfrica

Procter & Gamble

Aplicacién

informéatico en el

disefio del
centro de
llamadas para
guiar a los
clientes del
negocio

Maximizacion de
ganancias a
partir de la
asignacion  de
los tipos de
aviones en 2.500
vuelos
nacionales en
Estados Unidos

Reestructuracion
de toda la
cadena de
suministros
entre
proveedores,
plantas, centros
de distribucién,
sitios
potenciales vy

areas de
mercado
Seleccidn y
programacion
optima de
proyectos
masivos para

cumplir con las
necesidades

futuras de
energia del pais

Redisefo
Sptimo del
tamafio y forma
del cuerpo de
defensa y su
sistema de
armas

Rediseno del
sistema de
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Aino

1994

1995

1995

1997

1997

Ahorros
anuales

$100 millones

$800 millones

$425 millones

$1.100

millones

$200 millones
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Organizacion

Taco Bell

Hewlett-Packard

Fuente: (Daniel Izquierdo Granja & Juan José Ruiz Ruiz, 2006)

Aplicacién

produccion y
distribucién
norteamericano
para reducir
costos y mejorar
la rapidez de
llegada al
mercado

Programacién
Sptima de
empleados para
proporcionar el
servicio

clientes deseado

con un costo
minimo

Redisefo de
tamano y

localizacion  de
inventarios  de
seguridad en la
linea de
producciéon de
impresoras para
cumplir  metas
de produccién
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Aino

1998

1998

Ahorros
anuales

$13 millones

$280 millones
de ingreso
adicional

25



Investigacién de Operaciones |

CAPITULO 2. PROGRAMACION LINEAL
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Origen Histérico

Hecho: La programacién
lineal fue  desarrollada
durante la Segunda Guerra
Mundial para optimizar
recursos militares, como la
asignacion de aviones y
combustible. EI matematico
George Dantzig es
considerado el padre de la
programacién lineal por
haber creado el Método

Simplex en 1947.

Curiosidad: Dantzig cred el
Método Simplex como una
herramienta practica para
resolver problemas reales, y
no esperaba que se
convirtiera en uno de los
algoritmos mds importantes

de la historia.

Conceptualizacién

Proceso de describir y
entender los elementos de

un sistema para formular
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TEMA 2. PROGRAMACION LINEAL

2.1.-OBJETIVOS:

- Conceptualizar la creacion de modelos matematicos.

- Comprender que es la programacion lineal

- Comprender los conceptos, de funcién objetivo,
variables de decisiény restricciones.

- Aplicacion de ejercicio al desarrollo de modelo
matematico de programacion lineal.

2.2.-INTRODUCCION

“En situaciones ciertas, no hay margen de maniobra cuando se
trata de resolver un problema; es necesario trasladarlo a un
entorno determinado con limites, como, por ejemplo; los
suministros de materia prima, la capacidad de las empresas y
las demandas de productos terminados. En un entorno de
toma de decisiones, los modelos importan porque capturan la
esencia de muchos temas importantes. En cierto sentido, la
nocién precisa de ser capaz de dar solucidon a un problema
concreto significa que es posible resolver el problema a
satisfaccion, optimizandolo, creando el camino hacia el
desarrollo del uso de la programacién lineal. “"En la
investigacién de operaciones como en la medicina, el
problema se presenta por los sintomas, no por el diagnostico,
en todo el estudio de I.O. se debe buscar el mayor nimero de
sintomas antes de empezar el proyecto que generara
soluciones”(Witenberg, 1977).

Por lo tanto, la capacidad de formular modelos, es decir,
traducir el problema del mundo real en un problema
matematico de modelo cuantitativo, es un primer paso
importante en el modelado como herramienta de gestidn,
dentro de este primer paso en la formulacion de modelos
estard la identificacion de restricciones.

Un modelo matemético por lo tanto es la representacion
simbdlica de un sistema del cual se quiere resolver un
problema. Estd conformado por un sistema de ecuaciones y
expresiones matematicas relacionadas que describiran el
problema.

2.3.-DESARROLLO
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Impacto en la Economia

Hecho: Muchas empresas,
desde supermercados hasta
gigantes tecnoldgicos,
utilizan programacion lineal
para optimizar sus

operaciones. Por ejemplo:

Amazon: Optimiza rutas de
entrega y distribucion de

inventarios.

Starbucks: Decide cudntos
productos enviar a cada
tienda para minimizar costos

y evitar desperdicios.
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2.3.1.-Conceptualizacién

La creacion de un modelo de programacion lineal se inicia con
el diagndstico del sistema a ser estudiado, este primer paso
implica el reconocer los sintomas indicadores de la presencia
de una situacidon que amerita mejoras en la toma de decisiones.
El sistema se interpreta como la conceptualizacion de la
realidad describiendo los elementos que intervienen e
interactlan entre si en una organizacién. Los sistemas a nivel
organizacional se pueden asimilar de las siguientes formas:

2.3.1.1.-Conceptualizacion estructural:

Un sistema es un conjunto de elementos interrelacionados
disefiados para lograr un objetivo comun. El propdsito de este
paso es responder jpor qué?

2.3.1.2- Conceptualizacion como caja negra:

Un Sistema es un proceso en el que intervienen entradas
(recursos, materia prima, etc.) para obtener salidas
(productos). El Objetivo de este paso es responder la pregunta
;Para qué?

2.3.1.3--Conceptualizacion funcional:

actividades
lograr un

Un sistema es un conjunto de
interrelacionadas disefiadas para
objetivo especifico. El propédsito de este paso es responderala

pregunta, jcémo funciona?

Estos sistemas conceptualizados nos permiten comenzar el
intento de formular el problema, el mismo que requiere:

a) ldentificar las componentes controlables y no controlables
de un sistema.

b) Identificar las posibles rutas de accién, dadas por las
componentes controlables.

c) Definirel marco de referencia dado por las componentes no
controlables.

d) Definir los objetivos que se persiguen y clasificarlos por su
orden de importancia.

e) Identificar las interrelaciones importantes entre las
diferentes componentes del sistema. Este paso equivale a
encontrar las restricciones que existen, a la vez que permite
maés adelante representar estas interrelaciones en forma
matematica.
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Aplicaciones en la Vida Real

Hecho: La programacién
lineal se usa en la industria
de la aviacién para planificar
horarios de vuelos, asignar
tripulaciones 'y minimizar

costos de combustible.

Ejemplo curioso: En 1985,
American  Airlines utilizd
programacion lineal para
redisefiar sus rutas y ahorrd

mas de 40 millones de

ddlares en un solo afio.

Modelo Matematico

Representacion simbolica de
un sistema real mediante
ecuaciones y expresiones
matematicas para resolver
problemas especificos.
Formular un  problema
matematico

Programacion Lineal

Rama de las matematicas
aplicada que se ocupa de
maximizar o minimizar una
funcién objetivo, sujeta a un
conjunto de restricciones
lineales.
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De acuerdo con la informacién que se pueda obtener, después
de definir el problema, observaremos que los datos pueden
conducir a dos tipos de problemas, bajo certidumbre (un solo
resultado) y bajo incertidumbre (muchos resultados).
Analizaremos en este capitulo los que tienen certidumbre, que
pueden ser de informacidn obtenida en tiempo real, o histérica.

Habiendo descrito la organizaciéon, a través de un sistema, y
habiendo

conceptualizacion, pasamos al siguiente paso que es la

desarrollado  por medio de ellos |Ia

modelacidn.

2.4-Modelacién

Segun (Moore, J. H. & Weatherford, L. R. Para nuestro anélisis
de Investigacion de operaciones, podemos definir tres clases

de modelos; a saber (2000) :

2.4.1-Modelos Iconicos:

Representa de forma gréafica el sistema cuyo problema se
desea resolver.

Ejemplos: Planos, Maquetas, Fotografias.

2.4.2-Modelos Analogicos:

Representan las propiedades del sistema haciendo uso de otro,
el cual tenga las mismas propiedades.

Ejemplos: Analogia entre sistema hidraulico-sistema eléctrico
Analogia entre sistema mecanico -eléctrico.

2.4.3- Modelos Matematicos o Simbdlicos.

Se representan los sistemas a través de conceptualizaciones
abstractas haciendo uso de letras, simbolos, ecuaciones,
desigualdades.

De estos tres usaremos los modelos matematicos, ya que son
los mas econdmicos de representar y faciles de operar.

El modelado implica intentos de traducir las definiciones de
problemas en relaciones matematicas. Si el modelo resultante
se ajusta a uno de los modelos matematicos estandar, como en
la programacién lineal, la solucién generalmente se puede
obtener utilizando los algoritmos disponibles.
relacién matematica

Por otro lado, sila

es demasiado compleja para determinar una solucién
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Inspiracion en la
Naturaleza

Hecho: Algunos modelos
de programacion lineal se
inspiran  en  procesos
naturales. Por ejemplo, las
abejas optimizan sus rutas
de recoleccion de néctar de
manera similar a como los
algoritmos de programacion
lineal optimizan rutas de
transporte.

Curiosidad: Aunque las
abejas no hacen calculos
matematicos, su
comportamiento  es  tan
eficiente que ha inspirado
algoritmos de optimizacion.
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analitica, el equipo de Investigacién de operaciones puede
optar por simplificar el modelo yusar heuristicao
considerar simulaciones si es necesario.

Para Witenberg, “los modelos siempre deben ser menos
complejos que el sistema real, de otra manera, para que
quebrarse la cabeza con modelos si se puede trabajar con el
sistema real en si” (1977).

En algunos casos, las simulaciones matematicas se pueden
combinar con modelos heuristicos para resolver problemas de

toma de decisiones.

2.5.-Programacién Lineal

"El desarrollo de la programacién lineal ha sido clasificado
como uno de los avances cientificos mas importantes de
mediados del siglo XX, y estamos de acuerdo con esta
aseveracion. Su efecto desde 1950 ha sido extraordinario”
(Moore, J. H. & Weatherford, L. R., 2000).

Uno de estos modelos mateméticos estandar de programacion
Lineal, fue desarrollado por el Ing. Danzig. El mismo que tiene
las siguientes especificaciones:

2.5.1. Funcion objetivo:

Es una medida de desempefio optimizable
minimizada o maximizada, expresada como variables de
decisién.
2.5.2.-Variables de decision:
Reflejan el nimero de decisiones atomar; son los valores
que debe encontrar el sistema para lograr un nivel éptimo
de rendimiento.
2.5.3.-Constantes del Sistema:

Estos sonlos pardmetros conocidos del problema.

Para determinarlos, se deben recopilar datos apropiados

sobre la funcion objetivo y las restricciones de la variable de
decisién durante la definicién del problema.
2.5.4.-Restricciones:

Estas son restricciones del sistema que
limitan matematicamente las variables de decision y definen la
soluciéon al problema, Se representan mediante ecuaciones o

desigualdades. Dentro de las restricciones del modelo
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Funcién objetivo
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matematico de programacion lineal, existe
una condicién implicita ~ que siempre debe cumplirse: la
condicion de no negatividad. Esta restriccion restringe  la
solucién al obligara lavariable de decisiéna tomar solo
valores positivos o cero; nunca un nimero negativo.
Matematicamente tendrd el siguiente planteamiento de
programacion lineal:
2.5.5.-Planteamiento matematico

Modelo Matematico

Variables de decision

> Z(Max)=Y" C‘jX'j
ij 1 1

Variables de decisién Se requiere determinar

restricciones

> Xj(j=1,2,3...n)

Maximizando la funcion objetivo

n

»2. Aij Xj< Bi

i=1

Donde:

Bi Esuna constante que debe indicar la limitacion del recurso

i para producir o servir

Aij Concurso de un recurso i a un determinado producto j
Xj20 Ci=1,2,3,, m; j= 1,2,3,0

A este modelo matemético de programacién lineal lo
denominaremos forma candnica. De acuerdo con Gonzélez
Ariza, A. L., & Garcia Llinds, G. A., “vamos a desarrollar el
siguiente ejemplo, al que llamaremos de

satisfaccién diaria, para determinar la adaptacién del modelo
matematico propuesto a una situacion cotidiana” (2015).
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Un Problema Famoso: La

Dieta

Hecho: Uno de los primeros
problemas resueltos con
programacion lineal fue el
Problema de la Dieta,
planteado por el ejército de
EE. UU. durante la Segunda
Guerra ~ Mundial  para
encontrar la combinacion
mas econdmica de
alimentos que cumpliera
con los requisitos
nutricionales de los
soldados.

Curiosidad: Este problema
sigue siendo un clasico en
los cursos de programacion
lineal, y su version moderna
se aplica en aplicaciones de
nutricion y salud.

Existen muchas situaciones
cotidianas que, a primera
vista, parecen no tener
relacion con modelos
matematicos de
programacion lineal.  Sin
embargo, esta herramienta
puede aplicarse a una amplia
variedad de  problemas
practicos. Por ejemplo, este
caso del joven que va a pasar
un dia de descanso pareceria
en un primer momento no ser
identificable con un modelo
de programacion lineal
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2.6.-EJERCICIO PROTOTIPICO: SATISFACCION DIARIA

Un alumno de la facultad de ciencias empresariales va a asistir
a un paseo de integracion, que durara un dia. El espera sacarle
el méaximo provecho. Realizando las actividades que mas le
gustan.

La tabla 1. expresa el grado de satisfaccion (del 1 al 10), que le
produce cada una de las actividades.

Tabla 2. Grado de satisfacciéon

Actividad Grado de
satisfaccion
1 Comer una parrillada 8
2 Tomar una cerveza 4
3 Jugar un partido de Futbol 7
4 Bailar 6
5 Nadar 3
6 Dormir 4

Fuente: adaptado de Gonzélez Ariza, A. L., & Garcia Llinas, G.
A. (2015).

Aunque él quisiera realizar todas las actividades, tiene
limitaciones. Como es ldgico, sélo se dispone de un dia de 24
horas, y las actividades consumen tiempo, asi:

Actividad 1 ................. 30 min.
Actividad 2 ................ 15 min.
Actividad 3 ................ 2 horas
Actividad 4 ................. 60 min.
Actividad 5 ................. 60 min
Actividad 6 .................. 60 min.

Ademas, por la situacion econdmica en que vive no le es
posible tomar mas de cinco cervezas diarias; no puede comer
mas de dos parrilladas al dia, por cuestiones de salud; no
puede jugar méas de dos partidos de fatbol diario, por
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matematico John Nash,

econdmicas y de decisiones.

Dato extra: Aunque Na

complementa los métod
utilizados en optimizacién.

fundamental de las teori

Programacion Lineal en el Cine

Hecho curioso: En la pelicula
"Una mente brillante" (2001),
basada en la vida del

se

menciona la  optimizacién
matemdtica como parte

as

sh

trabajé en teoria de juegos (no
programacion lineal
directamente), su  trabajo

oS

Un ejemplo cotidiano donde se

puede aplicar un modelo de
programacion lineal es la
planificacion de las comidas de
una semana. Supongamos que
quieres disefiar un menu
semanal que cumpla con ciertos
requerimientos  nutricionales
(proteinas, carbohidratos,
grasas, vitaminas) y que al
mismo tiempo minimice el
costo total de los ingredientes.

Variables de decision:

- x1: Cantidad de pollo en
gramos.

- x2: Cantidad de arroz en
gramos.

- x3: Cantidad de brdécoli en
gramos. - (y asi con los demas
alimentos que consideres).

Funcidn objetivo:
Minimizar el costo total:

Costo = c1*x1 + c2*x2 + c3*x3 +

Restricciones

cansancio;

no puede nadar
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mas de dos

horas, por

aburrimiento, y no puede bailar mas de dos horas también por

agotamiento. En cuanto a dormir, se sabe que no se puede

dormir més de diez horas al dia, ni menos de siete.

iCuales son las actividades y cuantas debe realizar para lograr

su objetivo sin salirse de las limitaciones?

Tabla 3. Duracion y limite de las actividades

Actividad Tiempo | Limite de Grado de
actividad | satisfaccion
1 Comer una 30 min. 2 8
parrillada
2 Tomar una 15 min. 5 4
cerveza
3 | Jugar un partido 120 2 7
de Futbol min
4 Bailar 60 min. 2 6
5 Nadar 60 min 2 3
6 Dormir 60 min. | 7<=X<=10 4
Fuente: adaptado de Gonzélez Ariza, A. L., & Garcia Llinas, G.
A.(2015).
Analisis

Definicidn de las Variables de decision:

VARIABLE Actividad
X, Comer una parrillada
X, Tomar una cerveza
X, Jugar un partido de Futbol
X, Bailar
X, Nadar
X, Dormir

Diseiio del modelo Matematico
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1.Requerimientos
nutricionales:

- Proteinas: p1*x1 + p2*x2
+p3*x3 2

- Carbohidratos: h1*x1
h2*x2 + h3*x3
requerimiento minimo.

v +

- Grasas: gl*x1 + g2*x2 +
g3*x3 < limite maximo.

2. Restriccion de calorias
totales:

- k1*x1 + k2*x2 + k3*x3 <

calorias diarias
recomendadas.
3. Restricciones de
disponibilidad:

- Cada alimento no puede
superar cierta cantidad
disponible en casa o en el
mercado.

De esta forma, puedes usar
programacion lineal para
encontrar la combinacién
éptima de alimentos que
cumpla con tus necesidades y
respete  tu presupuesto.
Aunque parece una tarea
cotidiana, es un problema
que puede modelarse

matematicamente.
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Si se designa con Z la funcion de satisfaccién total, la funcidn

objetivo sera:

Funcién objetivo:

Z(max) =8X +4X +7X +6X +3X_+4X_

Restricciones:

Sujeto a (S.A.):

30X +15X +120X_+60X +60X_+60X_< 1440 minutos (tiempo por un dia)

X < 2(cantidad de parrilladas)

1

5(cantidad de cervezas)

4
n

2(cantidad de partidos)

w4
A

2(cantidad de baile)

w4
N

2(cantidad de nado)

A4
N

w

w4
A

10(cantidad de dormida
maxima)

X > /(cantidad de dormida

6

minima)

Hallado el modelo matemético, se procederd a hallar la
soluciodn, a través de los procedimientos creados para tal fin, y
que los veremos en los siguientes temas.
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Programacion Lineal en el
Futuro

Hecho: La programacion
lineal juega un papel clave
en la inteligencia artificial y
el aprendizaje automatico,
especialmente en areas
como la optimizacién de
modelos de redes
neuronales.

Curiosidad: Con el auge de
los vehiculos autonomos, la
programacion  lineal se
utiliza para calcular rutas
optimas y minimizar el
consumo de energia.
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2.7.-CONCLUSIONES

En conclusién, la programacién lineal se identifica como un
modelo matematico que permite representar problemas
mediante una funcidn objetivo, la cual puede ser maximizada o
minimizada segun el caso. Este modelo incluye restricciones
lineales, expresadas como igualdades o desigualdades
matematicas, que delimitan las posibles soluciones. Ademas,
se demostrd que situaciones cotidianas descritas en lenguaje
comun pueden traducirse a un modelo estandarizado de
programacion lineal, proporcionando una herramienta clara y
estructurada para abordary resolver problemas. Esto establece
una base sélida para comprender y aplicar de manera efectiva
los principios de la programacién lineal en diversos contextos.

2.8.-CUESTIONARIO
2.8.1.-VERDADERO-FALSO

1. Por lo general, entre mas complicado sea un modelo,
menos util sera (V) (F)

2. La totalidad de lo que sucede en el mundo real es
tomado en cuenta por los modelos (V) (F)

3. Los modelos para situaciones administrativas tienen una
sola forma de ser realizados (V) (F)

4. Los modelos construidos en la practica para situaciones
administrativas siempre son realizados por especialistas
en diferentes campos (V) (F)

5. Eldiscernimientoy el conocimiento de un empleado son
regularmente sustituidos por un modelo (V) (F)

6. Son a menudo utilizados datos en la creaciéon de
modelos (V) (F)

7. El trabajo méas importante de la administracion
generalmente es la evaluacién de modelos (V) (F)

8. Las limitaciones son expresadas por las restricciones en
un modelo (V) (F)

9. En un modelo de PL todas las restricciones son

desigualdades (V) (F)
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10.La Funcién objetivo es una medida de desempefo
optimizable minimizada o maximizada, expresada como
variables de decisién (V) (F)

11.Las Variables de decision reflejan el numero de
decisiones a tomar (V) (F)

12.Las Constantes del Sistema son los pardmetros

conocidos del problema (V) (F)

2.8.2. OPCION MULTIPLE

- Todo modelo es:
a. una situacién imaginada
b. La imagen seleccionada de una situacién real
€. un acercamiento a la situacién
d. una idealizacion

e. todo lo anterior

14.- Normalmente, se toman las decisiones en consideracidon

de:

a. la valoracidén de los resultados
b. valores dados por los modelos
c. modelos instintivos no redactados

d. todo lo anterior

15.- Un modelo de programacion lineal por lo general:

a. aunque sean muy grandes se pueden optimizar

b. es mas util para analizar problemas que para hallar

soluciones

¢. son de cardcter estocastico

d. alguna vez son resueltos con programas informaticos

16.- Los sistemas a nivel organizacional se pueden asimilar de

forma:

a. estructural, funcional y como caja negra.
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b. informal, estructural y funcional
c. funcional, estructural y condicional.
d. todo lo anterior
17.- Un programa lineal se caracteriza:
a. Por tener funcidn objetivo y restricciones.
b. Porque todas las funciones son lineales

c. Para las variables de decisiéon se obtienen valores
optimos.

d. Ninguna de las anteriores

18.- Para nuestro andlisis de Investigacion de operaciones,
podemos

definir tres clases de modelos; a saber:
a. Icénicos, analdgicos y matematicos.
b. informal, estructural y funcional

c. Metédicos, analdgicos y funcionales
d. Ninguna de las anteriores

19.- Las restricciones de no negatividad son parte de la
programacion

lineal porque:
a. Permiten resolver mas facilmente el problema.

b. Permiten que el problema sea més cercano a la situacién
a ser

modelada.
c. Puntosayb

d. Ninguna de las anteriores
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2.8.3.-EJERCICIOS PROPUESTOS

En los siguientes ejercicios formular el modelo matemético de
programacion lineal.

20.- La IMPERIAL fabrica y vende dos modelos de zapatos.
Obteniendo una ganancia de $14 por cada par que vende de
sumodelo 1,y de $15 por cada par de su modelo 2. En la tabla
1. se resumen las horas de trabajo para la fabricacién de estos
modelos en las tres secciones de produccién. Se dispondra de
la siguiente cantidad de horas de trabajo durante el siguiente
mes: 100 horas en la seccién 1, 50 horas en la seccion 2 y 200
horas en la seccién 3. Si la IMPERIAL desea en maximizar las

ganancias, desarrolle el modelo de programacién lineal.

Tabla 4. REQUERIMIENTO DE HORAS DE TRABAJO
DEPARTAMENTO
SECCION Modelo 1 (horas) | Modelo 2 (horas)
1 1 2
2 1 3
3 2 3

21.-CAT SHOP, tienda de balanceado para gatos mezcla dos
tipos de soya (de acuerdo con la tabla 3) para obtener una dosis
bien balanceada, que incluya al menos 16 onzas de proteinay
2 onzas de grasa al dia.

Tabla 5. Datos Tipos de Soya

SOYA VALOR PROTEINA(%) | GRASAS(%)
POR ONZA
($)
TIPO 1 0.80 50 10
TIPO 2 0.15 20 20

Desarrolle el modelo matematico de programacién lineal, que
permita hallar el costo minimo de la mezcla ideal.
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22 .- Henrry Yanes preside una compania de inversiones que
maneja las carteras de acciones de algunas empresas. Una
empresa pide que Yanes se haga cargo de una cartera de
$1,000,000. Y que se invierta en una mezcla de tres tipos de
acciones Unicamente, tal y como se observa en la tabla 4.
Desarrolle un modelo de PL que permita indicar cuantas
acciones de cada tipo tendria que adquirir Henrry con la
finalidad de maximizar el rendimiento anual total estimado de
esa cartera.

Tabla 6. Valor de las acciones

ACCIONES VALOR | RENDIMIENTO MAXIMA
POR ESTIMADO INVERSION
ACCION ANUAL ($) POSIBLE ($)
($)
EL ROSADO 120 14 120000
LA 50 6 50000
FAVORITA
LA 40 6 60000
UNIVERSAL

23.- Una cooperativa dispone de $200.000 y quiere invertirlos
en dos operaciones que maximizasen el beneficio de la
inversién. La primera le da una ganancia de $15 mensuales, y
la segunda le reporta $50 mensuales por cada $200 invertidos.
La asamblea de socios impone las condiciones de que se debe
invertir por lo menos el 30 % del capital en la primera operacién
y no mas del 60 % en la segunda. Asimismo, el valor invertido
en el Ultimo no debe ser mayor a 1,4 veces la cantidad invertida
en el primero. Desarrollar el problema como un modelo
matematico de programacion lineal.

24.- «Industrias Lacteas» puede almacenar hasta de 100.000
litros de leche por dia. La Gerencia pide que al menos 60.000
litros se envasen por dia, y lo demas se use para obtener leche
saborizada o mantequilla. De acuerdo con el uso dispuesto
cada litro de leche reporta una ganancia de: envasada $10,
saborizada $15 y $16 la unidad de mantequilla producida por
un litro de leche. La planta de produccion de mantequilla
puede usar hasta 24.000 litros diarios de leche, el equipo de
envase puede manejar hasta 80.000 litros diarios, y el de leche
saborizada puede manejar hasta 40.000 litros por dia.
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Con la finalidad de obtener la maxima utilidad, se desea
conocer cuanta mantequilla, leche saborizada y envasada se
debe producir diariamente. Plantear el modelo matematico.

25.- El siguiente es el nimero minimo de meseras necesarias
para que una cafeteria pueda funcionar las 24 horas del dia:

Tabla 7. Nimero minimo de meseras

Periodo Minimo de meseras | Minimo de meseras
6:00 - 10:00 10

10:00 - 14:00 12

14:00 - 18:00 7

18:00 - 22:00 8

22:00 - 2:00 12

2:00 - 6:00 7

Cada mesera trabaja ocho horas consecutivas por dia. El
objetivo es encontrar el menor ndmero requerido para cumplir
con las condiciones anteriores. Plantee este problema como un
modelo de programacion lineal.

26.- El problema clasico de la dieta, también conocido como
el problema de la dieta de Stigler, es un problema de
optimizacion lineal que busca determinar la combinaciéon maés
econdémica de alimentos que satisfaga los requerimientos
nutricionales minimos de una persona. Fue uno de los primeros
problemas de programacion lineal que se resolvieron
utilizando métodos matematicos, y el matemético George
Dantzig, creador del método simplex, lo resolvié de manera
eficiente. Contexto del problema: El problema fue planteado
originalmente durante la Segunda Guerra Mundial para ayudar
al ejército de los Estados Unidos a proporcionar raciones
nutritivas a bajo costo. La idea era seleccionar alimentos de una
lista disponible para cumplir con los requisitos nutricionales
(calorias, proteinas, vitaminas, etc.) al menor costo posible.
;Cémo se formularia el problema mediante un modelo de
programacion lineal?
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2.8.- GLOSARIO

Algoritmo

Conjunto de pasos o procedimientos utilizados para resolver
un problema matemaético o computacional.

Certidumbre

Situacidn en la cual los datos disponibles permiten predecir un
Unico resultado.

Conceptualizacion

Proceso de describir y entender los elementos de un sistema
para formular un problema matemitico.

Conceptualizacion Estructural

Describe un sistema como un conjunto de elementos
interrelacionados con un objetivo comuin. Responde a la
pregunta ";Por qué?".

Funcion Objetivo

Expresion matematica que mide el desempefio de un sistema
y que debe ser optimizada (maximizada o minimizada).
Heuristica

Métodos simplificados o aproximados para resolver problemas
complejos cuando no es posible encontrar una solucién exacta.
Incertidumbre

Situacién en la que los datos disponibles pueden conducir a
multiples resultados posibles.

Investigacion de Operaciones (1.0.)

Disciplina que utiliza modelos matematicos, estadisticos y
algoritmos para ayudar en latoma de decisiones y optimizacion
de sistemas complejos.

Modelacion

Proceso de traducir un problema real en un modelo
matematico mediante relaciones matematicas.

Modelo Matematico

Representacion simbdlica de un sistema real mediante
ecuaciones y expresiones matemaéticas para resolver
problemas especificos.

Modelos Analégicos

Representan las propiedades de un sistema utilizando otro
sistema con caracteristicas similares (ej. analogias hidraulicas o
eléctricas).

Modelos Icénicos

Representan graficamente un sistema (ej. planos, maquetas).
Modelos Matematicos o Simbélicos
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Representan un sistema mediante ecuaciones, desigualdadesy
simbolos abstractos.

Optimizacion

Proceso de encontrar la mejor solucién posible dentro de las
limitaciones dadas por un modelo matematico.

Programacion Lineal

Rama de las matematicas aplicada que se ocupa de maximizar
o minimizar una funcién objetivo, sujeta a un conjunto de
restricciones lineales.

Restricciones

Limitaciones o condiciones del sistema que restringen las
posibles soluciones del modelo, expresadas mediante
ecuaciones o desigualdades.

Tiempo Real

Informacién obtenida en el momento actual, utilizada para
tomar decisiones en condiciones de certidumbre.

Variables de Decision

Elementos que representan las decisiones a tomar dentro de
un modelo y cuyos valores deben encontrarse para lograr un
resultado 6ptimo.
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CAPITULO 3. METODO SIMPLEX
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TEMA 3. SOLUCION GRAFICA DE UN MODELO DE
PROGRAMACION LINEAL

3.1.-OBJETIVOS

- Usar GEOGEBRA

- Graficar las restricciones del modelo matemético para
determinar la region factible.

- Hallar los vértices de la regidn factible

- Sustituir las coordenadas de los vértices en la funcion
objetivo

- Encontrar el vértice éptimo en la regién factible

- Obtener la solucién éptima de manera grafica

3.2.-INTRODUCCION

El empleo de herramientas como GEOGEBRA para solucionar
problemas de programacién lineal resulta una estrategia eficaz
para lograr una comprensién visual e intuitiva tanto de las
restricciones como de la funcidn objetivo. Aunque
habitualmente no se enfrenten casos con solo dos variables en
la practica, trabajar con este nivel de simplicidad permite
establecer los fundamentos necesarios para enfrentar
problemas méas avanzados mediante el método simplex. Por
otra parte, los ejemplos utilizados, como las camionetas de
cabina simple y doble, o los molinos chilenos y de bolas, son
de gran utilidad para ilustrar como aplicar estos principios y
para familiarizarse con las soluciones de dos estados que se
exploraradn en etapas posteriores.

3.3.-DESARROLLO
3.3.1.-FUNDAMENTOS PARA SOLUCION GRAFICA:

Para Eppen,Gould y Schmidt, la solucién gréafica se emplea de
manera general para encontrar la solucién a problemas de dos
variables, ya que resulta bastante dificil dibujar planos de tres
variables, y fisicamente imposible realizarlo para cuatro o mas
variables. Su objetivo primordial es introducir los conceptos
bésicos utilizados para desarrollar posteriormente las técnicas
analiticas que permitirdn hallar solucién de problemas con n
variables (1993).

Para esto necesitaremos el uso del programa gratuito
GeoGebra, dando a continuacién las bases para su instalacién.
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GeoGebra:

Software  gratuito que
combina geometria,
dlgebra y célculo para
resolver problemas
matemdticos de manera

visual e interactiva.

Creacion por un

estudiante universitario

GeoGebra fue creado en
2001 por Markus
Hohenwarter, un estudiante
universitario austriaco,
como parte de su proyecto
de maestria. En ese
momento, su objetivo era
crear una herramienta que
combinara  algebra y
geometria de  manera
interactiva, algo que no era
comin en el software

educativo de la época.
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3.3.2.-GEOGEBRA

Introduccion: GeoGebra es una herramienta muy util para
estudiantes y profesores, ya que facilita el aprendizaje y la
ensenanza de conceptos matematicos y fisicos. Su capacidad
para combinar geometria, dlgebra y célculo en un entorno
dindmico permite explorar y comprender de manera visual y
practica diversas ideas matematicas. Ademas, su facilidad para
construir y modificar elementos como puntos, figuras, rectas y
funciones lo convierte en un recurso verséatil para resolver
problemas y realizar demostraciones interactivas.

Lo puede instalar en su teléfono celular, o en su computador.
Su instalacidn es gratuita desde su pagina oficial:

Pagina Web: http://www.geogebra.org

Busqueda de Ayuda:

http://www.geogebra.org/ayuda/search.html

o también pueden hacerlo funcionar desde su servidor online:
https://www.geogebra.org/classic?lang=pt PT

3.4.-PROCEDIMIENTO:

Segun Eppen, Gould y Schmidt, el procedimiento de
adaptacién de un modelo de programacién lineal, para ser
graficado es primero (1993):

desigualdades  en
reemplazando los signos <

a) Convertir las igualdades,

2 por el signo =; este
cambio genera lineas rectas.

b) Tabular cada restriccién de acuerdo con las técnicas de
las matematicas, para hallar los puntos de corte en el

plano cartesiano p(x x).

c) Representar los puntos hallados en el plano p(x x) en el
1

primer cuadrante, donde se generan las areas positivas
de soluciones factibles de acuerdo con la condicién de
no negatividad.

d) Graficar las restricciones convertidas en ecuaciones de
linea recta en el plano p(x x) utilizando flechas en cada
restriccion para ver el sentido de estas y determinar la
region que debe considerarse como parte del espacio
de solucién. Se debe cumplir que cada punto dentro
sobre el espacio de soluciones satisfaga todas las
restricciones del problema.
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GeoGebra en tiempos de

pandemia

Durante la pandemia de
COVID-19, GeoGebra se
convirtié en una
herramienta esencial para
la ensefianza a distancia.
Profesores de todo el
mundo compartieron
GeoGebra manteniendo a
los estudiantes
comprometidos con las
matemdticas a través de

clases virtuales.
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e) Determinar el drea de soluciones factibles, o poligono
de solucién factible. Que debe ser igual al d&rea comdn
resultante de representar las restricciones en el plano
P(X X))

f) Escoger como solucion éptima el punto que pertenece
al espacio de soluciones o solucién factible, y que hace
maximo o minimo el valor de la funcién objetivo, segun
si se trata de un problema de maximizacién o de
minimizacion.

g) El valor que optimiza la funcién objetivo siempre se
encuentra en uno de los puntos extremos. En resumen,
una vez que se han determinado los puntos extremos, el
optimo es el punto extremo que proporciona el mejor
valor a la funcién objetivo.

h) Escoger como solucidn éptima el vértice del espacio de
soluciones factibles que maximice o minimice la funcién
objetivo.

i) "Determinar los valores de las variables”. (Eppen et al,,
1992).

Todo esto se observard en los siguientes ejercicios
prototipicos:

3.4.1.-CAMIONETAS CABINA SENCILLA Y DOBLE

Una compafia ensambladora de camionetas produce dos
modelos, uno de cabina sencillay el otro de doble cabina.

Hay dos lineas de produccién, una para cada modelo, e
intervienen dos departamentos en la produccién de cada
modelo. La capacidad de la linea de producciéon de cabina
sencilla es de 70 camionetas por dia. La capacidad de la linea
de doble cabina es de 50 camionetas doble cabina diarios. En
el departamento A se arman los chasis. En este departamento,
se requiere una hora de trabajo para cada modelo Cabina
sencilla y dos horas de trabajo para cada Doble cabina. En la
actualidad, puede asignarse un maximo de 120 horas de
trabajo diarias para la produccion de ambos tipos de
camionetas en el departamento A. En el departamento B se
construye la carroceria. Aqui se requiere una hora de trabajo
para cada Cabina sencilla y también una hora para cada
modelo Doble cabina. Actualmente se pueden asignar 90
horas de trabajo al departamento B para la producciéon de
ambos modelos. La contribucién a las ganancias es de 10000 y
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Modelo Matematico

Ecuaciones en forma

canonica
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20000 ddlares, respectivamente por cada modelo Cabina
doble y Cabina sencilla. Esta informacion se presenta resumida
en la tabla 1. Si la compafia sabe que podré vender todos los
Camionetas doblesy sencillas que sean capaz de fabricar, ;cual
deberd ser el plan de producciéon por dia (es decir, la
produccién diaria) para cada modelo?

Intente formular la situacion descrita de Cabina doble y Cabina
sencilla como un modelo de programacién lineal. Escriba el
modelo simbdlico de PL, luego desarrolle el modelo de PL en
una hoja de célculo electrénica y optimicelo después con
SOLVER.

SOLUCION GRAFICA

TABLA 8. Informacién Cabina sencilla y doble.

Capacidad Depto A Depto B Ganancia por
diaria Modelo
Cabina sencilla | 70 1 1 20000
Cahina doble | 50 2 1 10000
Disponibilidad 120 90
total

Fuente: Elaboracién propia
MODELO MATEMATICO

DATOS

VARIABLES DE DECISION
c1=Cabina sencilla

c2=Cabina doble

a.aa.a =VARIABLES TECNICAS
b,b,b,b  =RECURSOS
FUNCION OBJETIVO MAXIMIZAR
7(Max) = 20000 1+ 10000 2 = Utilidad
Sujeto A:

c1+2c2<120 Restriccion de trabajo departamento A

c1+c2<9 Restriccion de trabajo departamento B
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c1<70 Restriccién de Capacidad de linea de produccién cabina
sencilla

c2<50 Restriccién de Capacidad de linea de produccién cabina
doble

C1>0; c2>0 Restricciones de no negatividad

Tabla 9. Estructura basica restricciones-Formula canénica

RESTRICCION cl 2 RECURSOS
1 a“Cl alzcz < bl
2 aZICl azzcz < bz
3 a31C1 aszcz < h3
4 a41C1 a4zCz < b4
Fuente: elaboracion propia
Tabla 10. Estructura con valores
RESTRICCION | 2 RECURSOS
1 1 2 < 120
2 1 3 < 90
3 10 15 < 70
4 20 10 < 50

Modelo Matematico

Ecuaciones  en

estandarizada

forma

Fuente: Elaboracién propia
Primer Paso:
Transformar las restricciones en igualdades como sigue:

MODELO ESTRUCTURA ESTANDAR

Agregamos variables de holgura s, para convertir las

inecuaciones en ecuaciones.

FUNCION OBJETIVO

Z(Max) = 20000 C1+ 10000 C2
Sujeto a:

ci1+2c2+s =120 (Departamento A)
c1+c2+s =9 (Departamento B)

c1+s =70 (Capacidad Cabina Sencilla)
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Inecuacion:

Una inecuacion es una
expresién matematica que
establece una relacién de
desigualdad entre dos
expresiones algebraicas.
En lugar de usar el sigho
de igualdad ==, se utilizan

los signos de desigualdad:

® << (menor que)

®  >>(mayor que)

[ << (menor o

igual que)

(] >> (mayor o

igual que)
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c2+s, =50 (Capacidad Doble Cabina)
Variables = «¢1, 2, $,15,8,8,

Tabla 11. Estructura Estandar

RESTRICCION | ¢y | ¢2 | S, |8, ]88, RECURSOS
1 cr | 2¢2 |1 = 120
3 c1 1 = 70
4 2 1= 50

Fuente: elaboracion propia

Segundo Paso:
Graficamos las restricciones con GEOGEBRA (figuras 1,2,3,4)
Grafico 1.

c1+2 25120 Restriccion de trabajo, Departamento A

€2 GeoGebra Clasico X+ v = X
< C @ geogebra.org/classic?lang=es G % R 0O o :
A . . o am2 —
DS Stol vIPANEIRS =
— R N 120 @&
() RESTL:x+2y<i20 p
() REST2:x+y< oG =
+
60
40
20
-
-60 -40 =20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 "
-20
40
»

Fuente: gréfico obtenido usando GEOGEBRA
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Grafico 2.

c1+c2<90 Restriccion de trabajo, Departamento B

€3 GeoGebra Clésico X  + v - ) X
€« C @ geogebra.org/classic?lang=es G e % * 0 o H
A . ° a=2 —
-/xb@@d“.\i—‘? hD) Q =
— = DREST2 0 :—
() RESTL:x+2y<i20 o
O REST2:x+y< G -
+ | Entrada
60
40
20
f
—
60 40 20 0 20 40 60 80 \100 120 140 160 180 200 220 2"
Q
-20
Q
40 .
»

Fuente: gréfico obtenido usando GEOGEBRA

Grafico 3.

c1<70 Restriccion de Capacidad de la linea de produccion

Cabina Sencilla

€3 GeoGebra Clésico X + v = o X

€« C & geogebra.org/classic?lang=es G e w * =0 ° :

DR SIcHIPANE o (g

K& =N RS
100
() REST1:x+2y<i20
80
() REST2: x+y< G
() REST3:x<70 : 60
+
40
20
40 20 0 20 40 60 100 120 140 160 180 Qe

Fuente: gréfico obtenido usando GEOGEBRA



Regidn factible.

Conjunto de
combinaciones de valores
de las variables de decision
que satisfacen las
condiciones de no
negatividad y todas las
restricciones

simultaneamente; es decir,

las decisiones permisibles

Vértice:

Punto extremo de la region
factible donde se evaltan
las posibles soluciones en
el método grafico o

simplex.
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Grafico 4.
c2<50 Restriccion de Capacidad de produccion de la linea

Doble Cabina

€3 GeoGebra Clésico X+ v = X
€« C & geogebra.org/classic?lang=es G e w * =0 o :
DS SHONSIPANIEAR S Sc Q =
% N &

— 60
() REST1:x+2y<i20 REST4
() REST2: x+y< G A
() REST3:x<T70
O  REST4:y<50 P
+ E
-20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
f®
-20 Q
Q
40
Fuente: gréfico obtenido usando GEOGEBRA
Tercer Paso:
Representamos en el plano p(c1,c2), regién factible (grafico 5)
Grafico 5.
Regidn Factible
v G Google X | G Google X | (8 SIUTMACH X (¥ Graficacion - GeoGebra X+ - X
< C % geogebraorg/classic#graphing * 0 00
Y SR E S S oNSIPANEIR oC Q=
O  arx+2y<120 NS ecs N2 e @0 AR R @
O bix+y<90 : "
O  cix<70 : ks
vert2 vert3
O d:iy<so : och
O erx+2y<120Ax+y<WA 40
P vertl = Interseca(EjeY, Ejexd) 30 vartd
= (0.0 n Verts,
O eclix+2y=120
O e2:x+y=9% i L x
vert vert
0 e3:x=10 : 0 20 0 o 0 20 30 40 s 6 fo 80 9N\ 10 10 1~_N W ﬁn
O echry=50 : i Q
Sy = . -20 ~
O ehix=0 H Q
Q ecbiy=0 H. -30
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Solucidn factible.

La que satisface las condiciones
de no negatividad y todas las
restricciones.  Graficamente,
las soluciones factibles estan
en correspondencia, uno a
uno, con los puntos de la

region factible.

Para desplazar una ecuacion

lineal en GeoGebra, sigue

estos pasos:

1. Haz clic derecho sobre la

recta que deseas mover.

2. En el menu que aparece,
busca la opcidn para activar las

propiedades de la recta.

3. Asegurate de desactivar la
propiedad de "objeto fijo" si

esta activada.

4. Una vez desactivada esta
opcidén, podras arrastrar la
recta directamente sobre el
eje de coordenadas con el

cursor.

Esto te permitird ajustar su

posicion de manera sencilla.
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Fuente: gréfico obtenido usando GEOGEBRA

Cuarto Paso:

Hallar los vértices desconocidos (gréficos 6,7,8,9,10,11).

UTILIDAD VERTICE1
Utilidad

Z(Max) = 20000 C1+ 10000 C2 =

Tabla 12. Utilidad vértice 1

C1 C2 1 2 3

Z
(Max)=UTILIDAD

0 0 0 0 0

0

Fuente: elaboracion propia

Grafico 6.

Utilidad vértice 1

v G Google X | G Google X | (8 SIUTMACH X ) Graficacion - GeoGebra X+ - 8 X
< G % geogebraorg/classickgraphing ¥ 9 00
. N o . =2 -
) B SO SIPANEIE 5C Q=
O elix+2y=12 N N o5 N2 e @OA o) @
70
O e2:x+y=90 Fo
O e3:ix=10 ) ke
vert2 vert3
O ech:y=50
O esix=0 H \ 40
O ebiy=0 : \ o vert4
vert2 = Interseca(ecd, ec5) 5 verts,
(©)
= (0, 50)
10
vert3 = Interseca(ecd, ecl)
(@) vert! verts
= (20.50) 20 -0 -0 0 2 3 4 08 0o 80 9 00 10 120N 10 140 R0
L]
° vertd = Interseca(ecl,ec2) -10
= (60, 30) ~
20 \
X Q
vert5 = Interseca(ec, ec3) i
@ -0
E = (70. 20) M
»

Fuente: gréfico obtenido usando GEOGEBRA
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Para obtener la region factible en

GeoGebra:
ingresa todas las ecuaciones
lineales separadas por el

operador légico "y" en la barra de
entrada. Luego, presiona Enter y
automdticamente se mostrara la
region factible en el drea grafica.
las

Aseglrate de que

desigualdades estén
correctamente definidas para que
el programa pueda interpretar y
graficar  adecuadamente la

solucién.
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UTILIDAD VERTICE2
Utilidad

Z(Max) = 20000 C1+ 10000 C2=

Tabla 13. Utilidad vertice2

ci 2 5, 5, 5, S, r4
(Max)=UTILIDAD

0 50 0 0 0 0 500000
Fuente: elaboracion propia
Grafico 7.
Utilidad vértice 2

v G Google X | G Google X | (@ SIUTMACH X (2 Graficacién - GeoGebra x o+ - X
€ G % geogebraorg/classicgraphing * O 00 :
KA AP0 LN =2 Se Q =
O arx+2y<120 =N \EH: hAC R @
O  bix+y<9

O cix<70

O d:y<so

O e:x+2y<I120Ax+y<9A vertd

® venyl = Interseca(EjeY, Eje)d N

= (0,0) [
O eclix+2y =120
O  e2:ix+y=9
vert6

O ec3:x =70 s -30 -20 30 40 50 0 10 0 90" 100 110 1200
O echiy=50 : -10

O esix=0 o Q
O ebiy=0
Fuente: gréfico obtenido usando GEOGEBRA
UTILIDAD VERTICE 3
7(Max) = 20000 C1+10000 c2 = Utilidad
Tabla 14. Utilidad vértice 3

C1 C2 Sl Sz Ss S4 Y4

(Max)=UTILIDAD
20 50 0 0 0 0 900000

Fuente: elaboracion propia
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Grafico 8.

Utilidad vértice 3

v G Google G gl x R SIUTMACH (o]
« C© 3 geogebra.org/classickgraphing
R|oA DO O &L 1
O a:x+2y<120 N

C
O bix+y<90

vert

O  cix=70 H 509
O d:y <50 H Py
(@) e x+2y <120 Ax+y <90 A

2
_ vertl = Interseca(EjeY, Ejexd
@

= (0,0)
(@) 1:x42y = 120
©  ec2ix+y =90
vert1

.
(@) 3 = 70 0 0 0 0
O 4y 0 0
( ec5:x =0
( ec6:y =0

Nota: grafico obtenido usando GEOGEBRA
UTILIDAD VERTICE 4
Z(Max) = 20000 C1+10000 c2 = Utilidad

Tabla 15. Utilidad vértice 4

x  +
* © 0
EEEsaE =k -3

verta
.,

VoS

.

verté

0 % 0 o % D

C1 C2 1 2 3 4

Z
(Max)=UTILIDAD

60 30 0 0 0 0

1500000

Fuente: elaboracion propia
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Grafico 9.

Utilidad vértice 4

OA/;:»'

®

d

e:x+2y<I20Ax+y <%

vertl = Interseca(EjeY, Eje)3

ecl:

ec2:

ec3:

ech :

ech

ech :

1 x+2y<120

x+y <90

x<70

y <50

0,0)

x+2y =120

<
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Nota: grafico obtenido usando GEOGEBRA

UTILIDAD VERTICE 5
Z(Max) = 20000 C1+ 10000 C2=

Tabla 16. Utilidad vértice 5

Utilidad

C1

C2

A y 4
(Max)=UTILIDAD

70

20

0

0

0 1600000

Fuente: elaboracion propia
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Solucién éptima.

Punto de la region factible
donde la funcién objetivo

se maximiza.
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Grafico 10.

Utilidad vértice 5

v G Google X | G Google X | (@ SUTMACH X ¥ Graficacién - GeoGebra x o+ - o X

<« C % geogebraorg/classickgraphing * O 00 :

Rla L D>OO LN =2 ocC Q

O aix+2y<10 N \ X X’ HiEacw : @
B
O b:x+y<90 H
vert2 vert3
O  c:ix<70 H eCa
O diy<so 40
O eix+2y<I120Ax+y<WA vertd
30
Py vertl = Interseca(EjeY, Eje))
5
= (0,0) 2 “
O eclix+2y =12
10
O ec2: x+y =90
vert1 vertt
e3:x =170 : 30 20 -0 0 10 20 30 40 50 60 0 8 o 100 110 120
@) X H P
O echiy=50 : I Q
ec5:x=0 :
@] X : -2 4
O echbiy=0 H—
»

Fuente: grafico obtenido usando GEOGEBRA
UTILIDAD VERTICE 6

Z(Max) =20000 C1+10000 c2 = Utilidad

Tabla 17.

Utilidad vértice 6

ci c2 S, S, S, S, r4
(Max)=UTILIDAD
70 0 0 0 0 0 1400000

Fuente: elaboracion propia
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Solucién 6ptima.

Punto de la region factible
donde la funcién objetivo

se maximiza.

Grafico 11.

Utilidad vértice 6

@

<« C 25 geogebra.org/classic#graphing
O aix+2y<120
O  bix+y<90
QO  cix<70
O d:iy<so
e:x+2y<120Ax+y <90
® vertl = Interseca(EjeY, Eje)d

= (0.0)
O eclix+2y =120
(@) ec2: x+y =90

ec3:x =70

o

ech:y = 50

ec5:x =0

© o

ec6:y =0

Fuente: grafic

X G

Quinto Paso:

Google

N

AL OO0 L N 2

vert2
s0@

vert3
°
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HE e %

vert4
°

6 obtenido usando GEOGEBRA

Buscamos el vértice optimo del area de soluciones factible,

para ello reemplazamos los valores de cada vértice en la
funcidn objetivo (graficos 6,7,8,9,10,11):

Para Eppen,Gould y Schmidt, “al desplazar la funciéon objetivo

Zmax por todos los vértices de interseccion de las restricciones

que conforman la regién factiblevemos que el maximo valor lo
obtiene en el vértice 5" (1993); tal y como lo indica la siguiente

tabla.

Este desplazamiento se lo realiza en GeoGebra, al quitar la
propiedad de FIJO de la recta con el botén derecho del ratén
o de la pantalla en el mévil.

Tabla 18. Utilidad vértices

VERTICE | | S, |8, S, | Z
(Max)=UTILIDAD

Vertice1 |0 0 0 |0 010

Vertice2 [0 |50 0 (O 0 | 500000
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Vertice3 [20 |50 |0 |0 |O 0 | 200000

Vertice4d (60 (30 (O (0 |O 0 | 1500000
Vertice5 (70 {20 (O [0 |O 0 | 1600000
Vertice6 |70 |0 0O |0 |0 0 | 1400000

Fuente: elaboracion propia

Por lo que el plan de produccién por dia (es decir, la
produccién diaria) para cada modelo quedaria:

70 unidades diarias de Cabina Sencilla, y 20 de Doble Cabina.
Con lo que se conseguiria la maxima utilidad de $1600000,00
diarios.

3.4.2.-EJERCICIO 2.
INDUSTRIAS JARAMILLO

INDUSTRIAS JARAMILLO(IJ), produce dos lineas de molinos
para mineria. Una de sus lineas de productos, llamada Molinos
Chilenos, se utiliza de manera primordial en aplicaciones de
trituracién liquida. La otra linea, denominada molinos de bolas,
estad destinada a la trituracion de material en seco. Las M1y M2
son hechas en los mismos galpones y con las mismas
herramientas. Las predicciones econdmicas indican que se
podrian vender normalmente todas las M1 y M2 que se
fabriquen. Se desea pronosticar cuantas M1 y M2 se deben
fabricar para obtener maximas ganancias. La gerencia tiene
que recomendar ahora una meta de produccién para el mes
préximo.

Los datos de |J

La toma de esta decisidon requiere la consideracion de los
siguientes factores importantes:

1. El margen de contribucién unitaria de IJ es de $5000 por
cada m1 vendido y de $4000 por cada m2.

2. En cada galpdn pasan por mecanizado cualquier M1 o M2.

3. El galpdn A dispondréa el proximo mes de 150 horas y el
galpén B de 160 horas. En el galpdén A, cada M1 necesita 10
horas de mecanizado y cada M2, 15 horas. En el galpén B, cada
M1 necesitara de 20 horas de mecanizado, y cada M2 ,10 horas.
Estos datos aparecen resumidos en la tabla 12.
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4. Las pruebas de los M1y M2, seran realizadas en un galpén
independiente, manejado por el sindicato de trabajadores,
quien exige no menos de 135 horas, para sus trabajadores, los
cuales gastan 30 horas en cada M1y 10 horas por cada M2. Esta
informacion se resume en la tabla 13,

5. El directorio como una medida de posicionamiento en el
mercado deberé fabricar por lo menos una m1 por cada tres mz.

6. Un distribuidor importante ha pedido para el siguiente mes
5 equipos sin importar cuantos son M1 y cuantos son M2.

Se desea determinar la produccién de M1 y M2 que
maximizaria las ganancias

Tabla 19. Datos de maquinado de IJ

HORAS
GALPON POR M1 POR m2 TOTAL,
DISPONIBLE
10 15 150
B 20 10 160
Fuente: elaboracion propia
Tabla 20. Datos de prueba de IJ
1M 1 m2 Horas totales
requeridas
Horas de 30 10 135
prueba

Fuente: elaboracion propia
SOLUCION GRAFICA
MODELO MATEMATICO
DATOS

VARIABLES DE DECISION
mi=Molino Chileno

v2=Molino de Bolas
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a,a, & a, a; a5 VARIABLES TECNICAS

b b b b b RECURSOS

1 2 3 4

FUNCION OBJETIVO MAXIMIZAR

Z(Max) = 5000M1 +4000M2 = UTILIDAD

Sujeto A:

Mm1+M2>5 Restriccion de produccién minima

m1-3M2<0 Restricciéon de balance de posicion en el mercado
1oM1+15M2<150  Restriccion de Capacidad del Galpon A
20m1+10M2<160  Restriccion de Capacidad del galpén B

s3omi+10M2>135  Restriccion minima cantidad de horas para

pruebas
Mi1>0; M2>0 Restricciones de no negatividad

a,a, & a, a; a5 VARIABLES TECNICAS

22

b b b b b RECURSOS

1 2 3 4

Tabla 21. Estructura Canénica

RESTRICCION | ,,, 2 RECURSOS
1 a“Ml a]leIZ > bl
2 a; M1 a,,M2 < b,
3 a31M1 332M2 < h3
4 a, M1 a, M2 < b,
5 agM1 ag,M2 > b,

Fuente: elaboracién propia

Table 22. Estructura con valores

RESTRICCION | 2 RECURSOS
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Modelo Matematico

Ecuaciones en forma

estandarizada
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1 1 1 S 5
2 1 3 < 0

3 10 15 < 150
a 20 10 < 160
5 30 10 Ry 135

Fuente: elaboracion propia

Primer Paso:

Transformar las restricciones en igualdades como sigue:

M1 +M2—S1 =5

M1 —3MZ+SZ=0
10M1 + 15M2 + 53 =150
20M1 + 10M2+S4= 160

30M1 +10M2 — S; =135

Tabla 23. Estructura Estandar

RESTRICCION | ,;; | w2 S, S, RECURSOS
1 111 = 5
2 1 1-3 1 = 0
3 10 | 15 = 150
4 20 | 10 1 = 160
5 30|10 = 135
Fuente: elaboracion propia
Segundo Paso:
Graficamos las restricciones con GEOGEBRA (figuras

12,13,14,15,16)
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Solucién 6ptima.

Punto de la region factible
donde la funcién objetivo

se maximiza.
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Grafico 12.

M1+M23>5 Restriccion de produccion minima

& C @& geogebra.org
AL D00 4N (9] o Q=
R N v a

© reslix+y>5

+

(>

-1 0 1 2 3 4

3 €2 €2

-2

Fuente: grafico obtenido usando GEOGEBRA

Grafico 13.

M1-3M2<0 Restriccion de balance de posicién en el mercado

C & geogebraorg

AL > OO 4N 2[4 Q =
O—#: N ! @
O reslix+y>5
© res2:x-3y<0 }
+ 3
2
1
15270 1 2 3 4 6 7 8 9 10 1 12 1
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Fuente: gréfico obtenido usando GEOGEBRA
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Grafico 14.

10M1+15M2<150 Restriccion de Capacidad del galpdn A

M\ .
@) resl: x+y>5
() re2:x-3y<0 ?
O <
O res3: 10x+ 15y <150 : 6
+
4
2
#
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Q
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Fuente: grafico obtenido usando GEOGEBRA
Grafico 15.

20M1+10M2<160  Restriccion de Capacidad del galpén B

& C @ geogebraorg

RSN PANEID e Q=
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o
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Fuente: gréfico obtenido usando GEOGEBRA
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Poligono de solucion

factible:

Area delimitada por las
restricciones en el plano
cartesiano, donde se
encuentran las soluciones

posibles.
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Grafico 16.

30M1+10M2 > 135Restriccion  minima cantidad de horas para

pruebas

& C & geogebraorg
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Fuente: gréfico obtenido usando GEOGEBRA
Tercer Paso:

Representamos en el plano

p(M M), region factible (grafico 17)

Grafico 17.

Regién Factible

@ geogebra.org
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0 2 4 \\ \ 10 12 14 16 18
EA >

Fuente: gréfico obtenido usando GEOGEBRA
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Cuarto Paso:
Hallar los vértices desconocidos (graficos 18,19,20,21).
UTILIDAD VERTICE 1

Z(Max) = 5000M +4000M, = UTILIDAD

Tabla 24. Utilidad vértice 1

M M S S S S S Z (Max)=UTILIDAD

1 2 1 2 3 4 5

4.00 {135 |0 0 0 0 0 |[25400

Fuente: elaboracion propia
Grafico 18.

Utilidad vértice 1

C @ geogebraorg

Ble s LD OO&N =2 oc Q=
AR N \Zmax : }g\ regionfactible \regionfactible =

resl:x+y>5
2:x-3y<0

s \reg\onfacnb\e 7

res3: 10x+15y <150

resh: 20x+ 10y <160

res5: 30x+10y > 135 : 5

regionfactible : x+y > 5Ax -3y <0A10¢+1 4

ecl:x+y=5

e2:x-3y=10

e3:10x+15y = 150

ech: 20x+10y = 160 ;

O O O O @ O O O o o

» 21 regionfaCtible 4

Fuente: gréafico obtenido usando GEOGEBRA
UTILIDAD VERTICE 2
Z(Max) = 5000M; + 4000M, = UTILIDAD

Tabla 25. Utilidad vértice 2

M M S S S S S Z

(Max)=UTILIDAD
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Plano cartesiano:

Sistema de coordenadas
bidimensional utilizado
para representar
graficamente funciones y

restricciones.
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1.5 19.0 |0 0 0 0 0 43500

Fuente: elaboracion propia

Grafico 19. Utilidad vértice 2

& C @& geogebraorg

BN D o g — —_—
Ble 74X D0O0 &N = 5c Q =
AR =N ’%g%ﬂ'fa ‘rég‘[onfact\b\e\reg\onfacuble 7'}

O ech:20x+10y = 160 HEEPN
O e5:30x+10y =135

verticel = Interseca(ec2, ec5)

O
= (405,1.3)
. verticed = Interseca(ec?, ecd)
V)
= (6.86,229)
0 vertice3 = Interseca(ec4, ec3)
= (45,7)
0 vertice2 = Interseca(ec3, ec5)
= (15,9)
O Zmax: 5000x + 4000y = 43248.59
) 1 regionfaCtible 5 6 7 9 10 1 2 13 1 15 16
Fuente: gréfico obtenido usando GEOGEBRA
UTILIDAD VERTICE 3
Z(Max) = 5000M, + 4000M, = UTILIDAD
Tabla 26. Utilidad vértice 3
M, M, S, s, S, s, S, 7
(Max)=UTILIDAD
45 |70 |0 0 0 0 0 50500

Fuente: elaboracion propia
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Grafico 20. Utilidad vértice 3
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Fuente: grafico obtenido usando GEOGEBRA

UTILIDAD VERTICE 4
Z(Max) = 5000M; + 4000M, = UTILIDAD

Tabla 27. Utilidad vértice 4

M M S S S, S S Z
(Max)=UTILIDAD
6262890 |0 0 0 (O 42860

Fuente: elaboracion propia
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Grafico 21. Utilidad vértice 4

& C @ geogebraorg
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Fuente: grafico obtenido usando GEOGEBRA
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Quinto Paso:

Buscamos el vértice optimo del area de soluciones factible,
para ello reemplazamos los valores de cada vértice en la
funcidn objetivo (graficos 18,19,20,21):

Al desplazar la funcion objetivo Zmax por todos los vértices de
interseccion de las restricciones que conforman la region
factible, vemos que el méaximo valor lo obtiene en el vertice3,
tal y como lo indica la siguiente tabla.

Tabla 28. Utilidad vértices

VERTICE | vy la 15 1S [S [, [s. | Z
(Max)=UTILIDAD

Verticel |4.00|1.35|{0 |0 |0 [0 |0 |25400
Vertice2 | 1.5 |90 |0 |0 |0 [0 |0 |43500
Vertice3 |45 |70 |0 |0 |0 [0 |0 |50500
Verticed |6.2612.89|0 |0 |0 [0 |0 |42860

Fuente: elaboracién propia

Por lo que el plan de produccidn para el siguiente mes para
cada modelo de molino quedaria:
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4.5 unidades mensuales de molinos chilenos m1, y de 7 molinos
de bolas m2. Con lo que se conseguiria la maxima utilidad de
$50500,00 al mes.

3.5.-CONCLUSIONES

Se indico el papel clave de la geometria plana para esclarecer
conceptos esenciales, dificiles de percibir. Especificamente,
utilizamos el razonamiento geométrico para dar solucién a
modelos mateméticos de programacion lineal con dos
variables de decisién, y aclarar la condicionalidad entre
soluciones optimas y los vértices de la regién factible.

3.6.-CUESTIONARIO Y EJERCICIOS PROPUESTOS
3.6.1.-VERDADERO-FALSO

1. Sidetodas las restricciones cumple por lo menos una, se
le Ilama regidn factible. (V) (F)

2. El cruce de dos restricciones en modelos de dos
dimensiones determina un vértice extremo de la regién
factible. (V) (F)

3. Es el método gréfico la forma mas sencilla de solucionar
un problema de Programacién Lineal. (V) (F)

4. En el método gréfico como cada coordenada representa

una variable, lo maximo que podremos representar son
3 variables. (V) (F)

5. La funcién objetivo alcanza su solucion en el vértice
optimo. (V) (F)

6. Se puede dar el caso de que en el método grafico las
coordenadas de los cruces de las restricciones no
arrojen valores enteros o se tengan dudas. (V) (F)

7. La solucién éptima es condicidn basica para toda PL. (V)

(F)

8. Enun punto extremo inevitablemente se da una solucion
optima. (V) (F)

9. Todos los recursos son usados por la solucion éptima. (V)

(F)

10.Como minimo tendremos una solucién en un vértice, si
hay una solucién éptima. (V) (F)
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3.6.2.-OPCION MULTIPLE

a) ¢Para una solucidén éptima de una PL, ;cudl de las
siguientes declaraciones es verdadera?

a. La solucién d6ptima es condicién basica para toda
PL.

b. En un punto extremo inevitablemente se da una
solucion éptima.

c. Todos los recursos son usados por la solucidn.

d. Como minimo tendremos una solucién en un
vértice, si hay una solucién éptima.

b) ¢Enunaregién factible, cada punto de cruce se identifica
como?

a. Lainterseccion de dos restricciones.

b. Un determinado cuerpo de restricciones lineales
y posiciones de no negatividad.

c. Ninguna de las anteriores.

c) El acercamiento gréfico en dos planos permite que: a.
Un modelo se resuelva radpidamente. b. Se pueda
predecir lo que sucederd en mas dimensiones. c.
Entendamos mejor el dlgebra multidimensional. (a) (b)

(c)
3.6.3.-EJERCICIOS PROPUESTOS

Use el método grafico para hallar la region factible y la solucién
optima en los siguientes ejercicios.

Use el método grafico para hallar la region factible y la solucién
Optima en los siguientes ejercicios.

Considere la siguiente PL:
Max 3A + 4B

s.a.

2A+4B <16

2A +4B <24

-6A-3B =-48

A B=0
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Considere la siguiente PL:
Max 2A + 3B

s.a.

3A+B=56

A+7B=7

A+B<4

A B=0

Considere la siguiente PL:
Max 3A + B

s.a.

6A+3B =12

4A +8B =16

6A + 5B < 30

6A +7B <36

A B=0

3.7.-GLOSARIO

Excedente Cantidad por la cual el lado izquierdo de una
restriccion >=, cuando es evaluada en condiciones de
optimalidad, excede al lado derecho. El excedente siempre es
no negativo.

Funciéon objetivo Expresion matemédtica que se busca
optimizar (maximizar o minimizar) en un problema de
programacion lineal.

GeoGebra Software gratuito que combina geometria, dlgebra
y célculo para resolver problemas matematicos de manera
visual e interactiva.

Holgura Cantidad por la cual el valor del lado izquierdo de una
restriccion <=, cuando es evaluado en el punto éptimo, es

74



Investigacién de Operaciones |

menor que el valor del lado derecho. La holgura siempre es no
negativa.

Maximizacién / Minimizacién Proceso de encontrar el valor
maximo o minimo de la funcién objetivo dentro de la regién
factible.

Método de resolucion grafica Andlisis geométrico
bidimensional de modelos PL con dos variables de decisidn.

Modelo simbélico de PL Representacién matematica formal
del problema de programaciéon lineal con variables,
restricciones y funcién objetivo.

Plano cartesiano Sistema de coordenadas bidimensional
utilizado para representar graficamente funciones 'y
restricciones.

Poligono de solucién factible Area delimitada por las
restricciones en el plano cartesiano, donde se encuentran las
soluciones posibles.

Programacion lineal Técnica matematica para optimizar una
funcidn objetivo, sujeta a restricciones lineales.

Region factible Conjunto de combinaciones de valores de las
variables de decisién que satisfacen las condiciones de no
negatividad y todas las restricciones simultdneamente; es decir,
las decisiones permisibles.

Restricciones Condiciones o limitaciones expresadas como
desigualdades que delimitan la region factible.

Solucion factible La que satisface las condiciones de no
negatividad y todas las restricciones. Graficamente, las
soluciones factibles estan en correspondencia, uno a uno, con
los puntos de la regién factible.

Solucion éptima Punto de la region factible donde la funcidn
objetivo se maximiza o minimiza segun el caso.

Valor objetivo éptimo (VO) Valor éptimo de la funcidon
objetivo; es decir, el valor que asume la funcién objetivo
cuando es evaluada en la solucién 6ptima.

Vértice éptimo Punto extremo de la regién factible que
maximiza o minimiza la funcién objetivo.
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CAPITULO 4. METODO SIMPLEX
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Método Simplex:

Algoritmo iterativo para
resolver problemas de
programacién lineal con
mds de dos variables de
decision, basado en
transformaciones
sucesivas del sistema de
ecuaciones.

Vértice:

Punto extremo de la region
factible donde se evaltan
las posibles soluciones en
el método grifico o
simplex.
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TEMA 4. SOLUCION ANALITICA DEL METODO
SIMPLEX

4.1.-OBJETIVOS

e Entender el paso de soluciéon grafica a solucion
algebraica.

e Desarrollar la Tabla Simplex de la estandarizacion del
sistema de ecuaciones candnico del modelo matematico
de PL.

e Realizar la prueba de Optimalidad y Factibilidad para
cada iteracion de la tabla simplex.

e Obtener la solucién éptima de la tabla simplex.

e Entender el uso de las variables artificiales, obteniendo
el valor optimo por medio de las etapas 1y 2.

e Usar Operational Research en el teléfono celular.

4.2.-INTRODUCCION

"El método simplex, propuesto por George Dantzig en 1947,
es un procedimiento algebraico iterativo que busca soluciones
6ptimas a problemas de programacion lineal" (Taha, 2017).

Por la solucién gréfica se sabe, que el valor éptimo se halla en
uno de los vértices del adrea circunscrita a la region factible,
indicandonos de esta forma que cada vértice es una solucion
factible basica.

El Método Simplex es un procedimiento algebraico utilizado en
programacion lineal para resolver problemas de optimizacion.
Consiste en un proceso iterativo que se basa en desplazarse a
través de los vértices de la region factible, evaluando
soluciones factibles basicas en cada paso. Este proceso,
conocido como iteracién, permite determinar si se cumple la
prueba de optimalidad y factibilidad. A través de estas
iteraciones sucesivas, se obtiene finalmente la solucion 6ptima
del problema planteado.

En el contexto de la programacion lineal, es crucial entender el
papel de las dos etapas en el método simplex. En la Etapa |, se
introduce una regioén artificial con variables auxiliares también
artificiales, para garantizar que el punto inicial esté dentro de
una regién factible, incluso si inicialmente no lo estd. Este
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proceso permite iterar hasta encontrar un punto en la region
factible del problema original. Una vez logrado esto, en la
Etapa Il se procede a optimizar directamente sobre la region
factible utilizando las variables de decision originales vy
buscando el vértice éptimo. Este enfoque asegura que el
procedimiento sea robusto y eficiente, incluso cuando el
problema planteado no tiene un punto de partida factible
evidente.

Para Izquierdo Granja & Ruiz Ruiz: "La aplicacién '‘Operational
Research' facilita el aprendizaje del método simplex mediante
la resolucién paso a paso de problemas de programacién lineal
es una herramienta gratuita disponible en la Play Store para
dispositivos Android” (2006). Es muy util para aprender vy
aplicar métodos algebraicos relacionados con la Programacidn
Lineal, ya que permite analizar paso a paso tablas de manera
sencilla y didactica, facilitando la resolucién de problemas
béasicos en este campo.

4.3.-DESARROLLO

El desarrollo del método simplex se basa en la interpretacién
de los conceptos dados por la solucién grafica demostrados en
el tema 1. del capitulo 2.

En el método gréfico la regidn factible es la interseccién de los
semiplanos que se crean con las restricciones, y en el método
simplex, la region factible esta representado por m ecuaciones
lineales y n variables no negativas.

En el grafico de la regidn factible vemos que la solucidn tiene
una infinidad de puntos, la misma conclusién la podemos
obtener analiticamente, al observar que la cantidad de
ecuaciones m siempre es menor que la de variables n, por lo
que se obtiene una cantidad infinita de soluciones.

Los puntos de esquina o vértices de la region factible en la
solucion gréfica corresponden a las soluciones baésicas del
espacio de soluciones algebraicas, definido por (m—n=0) ,
que dan solucidén a las m ecuaciones.

Este método por lo tanto sirve para solucionar problemas de
programacion lineal sin tener en cuenta el numero de
restricciones ni el de variables.
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Prueba de optimalidad:

Evaluacion que determina
si la solucién actual es
Optima, basada en los
costos reducidos Netos=

Cj - ZJ ='|'j

Prueba de factibilidad:

Verificacion de que las
soluciones cumplen con las
restricciones del problema,
asegurando que sean
factibles.

@i = Bi/a.. paraa_>0
1 ij

Operational Research:

Aplicacion gratuita para
dispositivos Android que
facilita la resolucion de
problemas de
programacion lineal
mediante el método
simplex.

Estandarizacion del
modelo de PL

Las restricciones en un
problema de PL se
transforman en igualdades
utilizando:

Variables de holgura:

Se suman para justificar un
superavit.

Variables de excedente:

Se restan junto con una
variable artificial para
asegurar el cumplimiento
del criterio de no
negatividad.

Las restricciones con
igualdades requieren la
adicién de variables
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Con los puntos de esquina, las soluciones factibles basicas
definen por completo a las candidatas para la soluciéon 6ptima
en el espacio de soluciones algebraicas, siempre y cuando la
solucion resultante sea Unica.

4.4.-PROCEDIMIENTO

“Algoritmo para encontrar la solucién optima de un
Programa Lineal. En el método gréfico se vio que la solucién
Optima estd asociada siempre con un punto extremo del
espacio de soluciones. El método Simplex estd basado
fundamentalmente en este concepto, pues iterativamente
comienza en un punto extremo, normalmente el origen, y se
desplaza sisteméaticamente de un punto extremo a otro hasta
encontrar la solucién éptima.”(Rincén Abril, 2001)

El método simplex consta de tres actividades fundamentales:

-Prueba de optimalidad de la solucién
- Prueba de factibilidad de la solucién

-Analisis de la tabla caracteristica para desarrollar las
iteraciones que nos llevan a una nueva solucién.

La idea general de este método se puede describir como el
procedimiento iterativo que parte del origen y selecciona
aquellas variables que optimizan el valor de la funcién objetivo.

Para una mejor comprension de este algoritmo, se describen a
continuacién los diferentes pasos légicos que permiten
obtener el valor éptimo Z para cualquier problema de

programacion lineal.

Este método puede ser seguido paso a paso en las tablas
generadas por la app de android Operational Research. Del
que haremos un apéndice al final del capitulo mostrando su uso
y sus resultados, para el problema prototipico 2.

-Estandarizacion del modelo de programacion lineal (PL)

Este paso tiene que ver con las restricciones aumentadas, es
decir, cada restriccion en el problema de PL se debe aumentar
utilizando variables de holgura s, y/o variables artificiales k, .

81



Investigacién de Operaciones |

Una desigualdad < se puede convertir en una igualdad,
agregando la variable de holgura s para que justifique el

superavit.

Una desigualdad > se puede convertir en una igualdad,
restando una variable de holgura Excedente s y sumando una

variable artificial x, . El agregar una variable artificial permite

dar cumplimiento al criterio de no negatividad; por ejemplo:

X26;X-S =6, perosise estd al comienzo del proceso, X =
0y S = -6, conllevaria al no cumplimiento del criterio de no
negatividad de los problemas de PL.

A las restricciones en las que el signo es una igualdad se
agrega la variable artificial para que represente la expresion del
lado izquierdo en ausencia de variable de holgura o de
excedente.

La generalizacién del modelo de PL también tiene que ver con
la funcién objetivo, por lo que debe agregarse a esta funcién
todas las variables que aparecen como extras en las
restricciones.

Los coeficientes de las variables extras que aparecerén en la
funcion objetivo tienen valores de 0, +G o -G, siempre y
cuando se consideren los siguientes aspectos:

Toda variable de holgura o de excedente tiene una
contribucién de cero, para problemas de maximizaciéon o de
minimizacién.
Las variables artificiales tendran un coeficiente positivo de
mas de 100 veces el coeficiente mas grande de la funcién
objetivo cuando el problema sea de minimizacién, con esto se
evita que aparezcan en la solucidn final. Si el problema es de
maximizacion, el coeficiente de la variable artificial debe ser
negativo y extremadamente pequefio, con la finalidad de que
la variable artificial no permanezca dentro de las variables
bésicas (VB). Este coeficiente se representa por G, y la variable
artificial por. k.

J.
Mientras se mantenga esta variable con el coeficiente G o
las iteraciones, el proceso se mantiene en Etapa 1, cuando
desaparecen se ingresa en la Etapa 2.
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-Construir la tabla caracteristica

Segun Eppen,Gould y Schmidt: “El desarrollo de la tabla
simplex consiste en disponer todos sus elementos en forma
tabular” (1993).

Z(Max.)=CX +CX_+...+C
11 2 2 n

Modelo Matematico S.A. allxl + alzxz ot alan < Bl
Ecuaciones en forma azlxl + 322X2 oot aZan < Bz
candnica
+ + ...+ <
aleI amZXZ aman = Bm
Xi >0
Tabla 29. Distribucion Estandar Caracteristica del modelo
matematico
C, C, C,. < C,
Distribucién Estandar ci VB X, X,... Xj- . X B, 2,
Caracteristica del modelo
C X a a ... a ... a B )]
matematico 1 1 1 12 i} n 1 1
a_...
z(m\‘)—(‘l,\l+("x‘+,,.+(- Cz Xz H Ao 2j 2 Bz Qz
SA. a”XlMuX:t..*a]nxnﬂil
allxl+ﬂllxz+"'+alnxn‘l;!
Cl Xl il i2” a'.l ain B] Ql
“mlxl h|m!x2 Foot “nmxu < l;m
X320
! C X a a ... a ... a B [}
m m ml m2 mj mn m m
Z Z Z... z y/
J 1 2 J n
B(Zi
-7 - - -7 -
CJ J Cl Zl Cz Zz" CJ J Cn Zn
Fuente: Tabla Segun Eppen,Gould y Schmidt, 1993, p. 232.
¢, = Contribucién de las variables basicas-coeficiente de la
funcién
Variables basicas:
Variables que tienen un objetivo

valor distinto de cero en
una solucion basica

X = Variables basicas

C, = Contribucion de todas las variables basicas y no

basicas-

83



Variables no basicas:

Variables que tienen un
valor igual a cero en una
solucidn basica

Columna pivote:

Columna seleccionada en
la tabla simplex que
representa la variable que
entra al conjunto de

variables basicas.

Fila pivote:

Fila seleccionada en la
tabla simplex que
representa la variable que
sale del conjunto de

variables basicas.
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Coeficiente de la funcién objetivo

X, = Variables basicas y no basicas.

B, = Disponibilidad de recursos al comienzo, y valor de las

variables
basicas al final o sobrante de recurso.

B = Valor del Z 6ptimo.

Z=Yp,CiBi= s =Valor del Z optimo
=2 Ca, 1= 123...n = Reduccidn Indirecta

.
1]

cC-7. =T= costos de

=7, f pardmetro de optimizacién=

oportunidad
=costos reducidos netos

@, = parametro de factibilidad (valor critico que marca la pauta

para la

variable que sale)

Bi =Bi a_ paraa_ >0
1] ij

-Identificar la variable que entra y la que sale

Segun Eppen,Gould y Schmidt: “Se selecciona la columna
pivote (variable que entra) a partir del ¢,-z(costo reducido

neto) mas distante del cero positivo, para situaciones de
maximizacién, y mas distante del cero negativos para
situaciones de minimizacion <Prueba de Optimalidad>"
(1993).

Se selecciona la fila pivote (variable que sale) a partir del g,

mas proximo a cero, para cualquier criterio de decisién de
factibilidad (Prueba de Factibilidad).

En el cruce de la columna y la fila pivote se encuentra la celda
pivote.
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Gauss-Jordan:

Método algebraico
utilizado para transformar
la tabla simplex a su forma
estandar después de cada

iteracion.

Prueba de optimalidad:

Evaluacion que determina
si la solucién actual es
o6ptima, Se calculan al
restar la "ganancia por
unidad" de los costos
indirectos (o reduccion
indirecta). Esto permite
evaluar si es beneficioso o
no incluir una variable no
basica en la solucién
actual. basada en los
costos reducidos
Netos=Costos de
oportunidad=

-7
Ry

Celda pivote:

Interseccion de la columna
y fila pivote en la tabla
simplex, utilizada para
realizar la iteracion.

Costos de oportunidad:

. C-7Z
TJ =1 J

Valores que representan la
ganancia o pérdida al
asignar recursos a una
actividad en lugar de otra.

Prueba de factibilidad:

Verificacion de que las
soluciones cumplen con las
restricciones del problema,
asegurando que sean
factibles.

Bi =Bi/a.. para a_>0
1 ij
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-Determinar la nueva soluciéon basica

Introducir al conjunto de variables baésicas la variable
correspondiente a la columna pivote que tomaréa el puesto de
la variable correspondiente a la fila pivote. Una vez se haga el
intercambio se aplica Gauss- Jordan para transformar a su
forma estandar.

-Prueba de la optimalidad de la solucion (obtenciéon
variable que entra)

Para Eppen,Gould y Schmidt: “El proceso simplex se termina
cuando todos los ¢~z sean ceros o negativos, en problemas

de maximizacién; y ceros o positivos en problemas de
minimizacién. O si no se continuaran realizando las iteraciones”
(1993).

Las iteraciones primeramente consideran la eleccidon de la
celda pivote, y luego a la iteracién simplex propiamente dicha.

-Eleccion de la celda pivote

De acuerdo a Eppen,Gould y Schmidt, se elige la celda pivote
de acuerdo con dos consideraciones (1993):

Consideracion 1: Prueba de optimalidad (el mayor o

menor negativo), segun el caso, costo reducido dado por -2,

Este valor, llamado también costo de oportunidad neto, esta
dado por la suma algebraica de la contribucién de la variable
que sale y la variable que entra.

Consideracion 2: Prueba de factibilidad, Seleccionada
la fila pivote, se toma como base los a;; de la columna anterior,

para relacionarlos con los recursos disponibles B; , a fin de
obtener el valor de@, que permita aplicar la prueba de
factibilidad a partir del g, mas cercano a cero.

La seleccién del menor @, se debe a que explica la relacion
existente entre la disponibilidad del recurso y la tasa de
sustitucion, es decir, permite visualizar cuanto es lo maximo que
se puede producir. Graficamente indicaria hasta donde puede
crecer la variable que entra sin salir de la regién factible
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Tasa de sustitucion:

a.

y
Relacion entre la
disponibilidad de recursos
y la variable que entra al
conjunto basico, utilizada

para calcular el pardmetro
de factibilidad.

Iteracion:

Proceso repetitivo en el
método  simplex para
desplazarse  entre  los
vértices de la region
factible hasta encontrar la
solucién optima.

Costo reducido neto
C—-Z
i C=T)

Diferencia entre el
coeficiente de la funcién
objetivo y la contribucién
de las variables basicas,
utilizada para determinar
la variable que entra al
conjunto basico.
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Se llama tasa de sustitucion porque sustituye recurso
disponible por recurso terminado, o durante el proceso
sustituye lo requerido entre dos variables.

La interseccién de la columna pivote con la fila pivote genera la
celda pivote.

Hacer iteracion simplex

“Cada punto de esquina a lo largo de la trayectoria esté
asociado con una iteracion. Es importante hacer notar que el
método simplex se mueve a lo largo de los bordes del espacio
de soluciones, lo cual significa que el método no puede
cruzarlo” (Taha, 2017).

Segun Taha: “Para hacer la iteracién simplex debe elaborarse
un nuevo cuadro (Tabla estdndar transformada) donde en la
base debe aparecer la variable que entra con su respectiva
contribucién, y a partir de esta fila aplicar Gauss-Jordan, a fin
de obtener el nuevo valor de la funcién objetivo debido al
cambio de variables” (2017).

La solucidn éptima se encuentra en aquel cuadro en el que los

costos reducidos netos C,7Z; sean ceros, o negativos o

positivos, segun el caso. La existencia de valores positivos
como costos reducidos netos significa que hay motivacion para
hacer una nueva combinacion que optimiza el valor de
Z(Max/Min), en el caso de maximizacién, y negativos en caso
de minimizacion.

En todos los procesos simplex donde haya costos reducidos
netos iguales, se debe decidirse al azar.

Resultados especiales

-Si en la solucion éptima la tabla estandarizada arroja una
variable no bésica con un valoriguala Cj-2Zj=0, el problema
tiene soluciones multiples.

-Si en la forma estdndar arroja una variable basica con un valor
@.igual a cero, el problema se ha degenerado.

-Si las iteraciones no se detienen, el problema tiene solucién
ilimitada.

-Si en la solucion dptima la tabla estandarizada arroja una
variable artificial, significa que el problema no tiene solucién.
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4.5.-EJERCICIO PROTOTIPICO 1
4.5.1.-CAMIONETAS CABINA SENCILLA Y DOBLE

Una compania ensambladora de camionetas produce dos
modelos, uno de cabina sencillay el otro de doble cabina.

Hay dos lineas de produccién, una para cada modelo, e
intervienen dos departamentos en la produccién de cada
modelo. La capacidad de la linea de produccién de cabina
sencilla es de 70 camionetas por dia. La capacidad de la linea
de doble cabina es de 50 camionetas doble cabina diarios. En
el departamento A se arman los chasis. En este departamento,
se requiere una hora de trabajo para cada modelo Cabina
sencilla y dos horas de trabajo para cada Doble cabina. En la
actualidad, puede asignarse un maximo de 120 horas de
trabajo diarias para la produccion de ambos tipos de
camionetas en el departamento A. En el departamento B se
construye la carroceria. Aqui se requiere una hora de trabajo
para cada Cabina sencilla y también una hora para cada
modelo Doble cabina. Actualmente se pueden asignar 90
horas de trabajo al departamento B para la produccién de
ambos modelos. La contribucién a las ganancias es de 20000 y
10000 ddlares, respectivamente, por cada modelo Cabina
doble y Cabina sencilla. Esta informacion se presenta resumida
en la tabla 2. Si la compafia sabe que podré vender todos los
Camionetas doblesy sencillas que sean capaz de fabricar, ;cual
deberd ser el plan de produccion por dia (es decir, la
produccién diaria) para cada modelo?

Intente formular la situacion descrita de Cabina doble y Cabina
sencilla como un modelo de programacién lineal. Escriba el
modelo simbdlico de PL, luego desarrolle el modelo de PL en

una hoja de célculo electrénica y optimicelo después con
SOLVER.

TABLA 30. Informaciéon Cabina sencilla y doble.

Capacidad Depto A Depto B Ganancia por
diaria Modelo
Cabina sencilla | 70 1 1 20000
Cabina doble | 50 2 1 10000
Disponibilidad 120 90
total
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Modelo Matematico

Ecuaciones en forma

candnica
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Fuente: elaboracion propia
MODELO MATEMATICO

DATOS

VARIABLES DE DECISION

c1 =Cabina sencilla

(2 =Cabina doble

a.a.a,a = VARIABLES TECNICAS
b,b,b,b  =RECURSOS

FUNCION OBJETIVO MAXIMIZAR

Z(Max) = 20000 C1+ 10000 C2 = Utilidad

Sujeto A:

c1+2c2<120 Restriccion de trabajo departamento A

c1+c2<90 Restriccidon de trabajo departamento B

c1<70 Restriccién de Capacidad de linea de produccién cabina

sencilla

c2<50 Restriccién de Capacidad de linea de produccién cabina

doble
c1>0; €220 Restricciones de no negatividad

Tabla 31. Estructura basica con valores

RESTRICCION | o RECURSOS
1 1 2 < 120
2 1 3 < 90
3 10 15 < 70
4 20 10 < 50

Fuente: elaboracién propia



Modelo Matematico

Ecuaciones en forma

estandarizada
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Primer Paso:
Transformar las restricciones en igualdades como sigue:

MODELO ESTRUCTURA ESTANDAR

Agregamos variables de holgura s para convertir las

inecuaciones en ecuaciones.

FUNCION OBJETIVO

Z(Max) = 20000 C1+ 10000 C2
Sujeto a:

c1+2c2+s =120 (Departamento A)
c1+c2+s =9 (Departamento B)

c1+s =70 (Capacidad Cabina Sencilla)
C2+S =50 (Capacidad Doble Cabina)
Variables = «c1,¢2,8,8,s,

Ecuaciones= restriccion 1, restriccion 2, restriccion 3,
restriccion 4.

6 variables y 4 ecuaciones(restricciones). Por lo que no hay
solucién.

En el vérticel, la producciéon de cabinas sencillas y dobles
cabinas es cero, la utilidad es cero, y todos los recursos estan
completos.

Tomando en el vértice1. c1=0, c2=0, tenemos a s =60, s =90, s,
=70, =50; por lo que tendremos cuatro variables basicas y 4
ecuaciones, existiendo una solucidon bésica inicial, en el
vertice1, superando la situacion inicial de desigualdad entre el
nuimero de variables y el nimero de ecuaciones (grafico1).

Graficamente es evidente el observar que la solucién se halla
en uno de los vértices de la region factible. Sin ningun
problema nos desplazamos de un vértice al vértice adyacente,
hallando el valor de la funcion objetivo en cada uno de ellos.
Este movimiento se puede realizar en sentido de las manecillas
del reloj o en contra de ellas (graficol). Gréaficamente nos
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Prueba de optimalidad:

Evaluacion que determina
si la solucién actual es
6ptima, basada en los

costos reducidos Netos=

Investigacién de Operaciones |

podemos mover sin salir de la regién factible. Estos
desplazamientos son importantes y reciben el nombre de
pruebas de optimalidad y factibilidad respectivamente. La
dificultad surge por la incapacidad grafica de poder ver mas
alld de tres variables de decision.

En nuestro problema tenemos solo dos variables de decision c1
y c2 , por lo que serd de gran ayuda su solucién, pues nos
permitird el entender este salto de lo grafico a lo analitico. El
Ing. Dantzig lo soluciono desarrollando el Algoritmo de la
Tabla Simplex.

La primera prueba, la de Optimalidad (grafico1) nos permite
detectar si podemos continuar obteniendo una mayor utilidad
al desplazarnos al siguiente vértice, lo mismo sucederia si
estamos verificando si disminuye el costo, en tal caso la funcidn
objetivo tiene como propdsito minimizar costos.

Grafico 22. Prueba de Optimalidad

C  # geogebra.org

. €1,C2,51,52,53,54
2

ny €1,€2,51,52,53,54

> C1,C2,51,52,53,54

i I m C1,C2,51,52,53,54 f
cLC251,52,5354) I — O I N
0 p TP sy

\

Fuente: gréfico obtenido usando GEOGEBRA
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Prueba de factibilidad:

Verificacion de que las
soluciones cumplen con las
restricciones del problema,
asegurando que sean

factibles.

Di =B.~/a,, paraa_>0
1 ij
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Grafico 23. Prueba factibilidad

Fuente: gréfico obtenido usando GEOGEBRA

La segunda prueba que es la de Factibilidad (gréfico 2), nos
factible.
Gréficamente observamos que cuando nos desplazamos hacia

permite  mantenernos dentro de la regidn
el proximo vértice, hay una serie de puntos dentro de la misma
recta de desplazamiento que corresponden a los cortes de las
restricciones con otras restricciones del sistema de ecuaciones.
Gréficamente no nos vamos a desplazar fuera del area de la
regién factible, pero analiticamente sabemos que este corte es
el que tiene el menor valor entre todos ellos. Este principio lo
aplicaremos analiticamente para no salirnos de la regidn

factible. Esto lo observamos en el grafico 2.

Gréficamente (gréfico1), se observa que al ir de un vértice al
que esta a continuacidn, las variables que tomamos en un inicio
como de valor cero, y las llamamos variables no basicas (letras
color rojo grafico1), tan solo una de ellas saldréa de su condicién
de ceroy pasara a tomar un valor, mientras que otra de las que
llamamos basicas (letras color verde gréaficol) comenzara a
disminuir su valor, hasta llegar a cero en este siguiente vértice.
Convirtiéndose de esta manera en no basica. Manteniéndose
la condicion de no degeneracién del sistema de ecuaciones,
esto es: Numero de variables de decisién igual al nimero de
ecuaciones de restriccion. La idea es que nuestro sistema
original de ecuaciones se transforme al ir de vértice en vértice,
y no cambie a otro sistema de ecuaciones. Que es el principio
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del método de solucién de gauss para un sistema de
ecuaciones. Este sistema de ecuaciones transformable lo
llamaremos Tabla de estructura estdndar (Gréafico 2.a).

Grafico 2.a

Estructura estandar

RESTRICCION
crl e | S |S ]88, RECURSOS

- o | 2¢2| 1 = 120

2 cl1| ¢ 1 = 90

3 cl 1 = 70

4 e 1= 50

Fuente: gréfico elaboracién propia

En la prueba de optimalidad (gréfico 1), graficamente podemos
ver que, en el desplazamiento de vértice en vértice, aumenta el
valor de la funcién éptima, hasta un punto en el que comienza
a disminuir, este es el momento en que paramos de buscar y
nos quedamos en el vértice que tuvo el valor antes de
comenzar a disminuir. Este es el denominado valor éptimo. En
nuestro caso es el vértice 5.

Todo esto lo resumid el ing. Dantzig en el algoritmo de la Tabla
Simplex.

Comenzaremos utilizando el Grafico 2.a, de tal manera que a
partir de ella construiremos |la Tabla Simplex (Gréfico 2.b).
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Tabla Simplex:

Representacién tabular
utilizada en el método
simplex para realizar
iteraciones y evaluar
soluciones factibles

basicas.

Prueba de optimalidad:

Evaluacion que determina
si la solucién actual es
6ptima, basada en los
costos reducidos Netos=

-7
G4
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Grafico 2.b
Tabla Simplex
Coeficie | Variabl | Coeficie Prueba
nte es nte 21 1|10]|0]|0]| 0] Recur | factibilid
Basico | Basicas | Basicosy | 0 | O S0 B, ad @,
C No
Basicos
G
Variables
Basicasy | c1 | c2| S| S| 5|5
No
Basicas
0 S, 121 120 3,
0 S, 1)1 1 90 2,
0 S, | 1 70 2,
0 S, 1 1 50 2,
Z z|z,12,]z,|Z|Z B,
Prueba Optimalidad C,-7, T, | T T,| T T,

Fuente: Gréafico segin (Eppen,Gould y Schmidt. 1993, p. 232)

s, =holgura de trabajo en el departamento A

s,= holgura de trabajo en el departamento B

s,=holgura en |a capacidad de produccién de cabinas sencillas
_=holgura en |la capacidad de produccién de cabinas dobles
z=Reduccién Indirecta

c,=Coeficiente de la funcion objetivo

¢,~z=T,=Pardmetros de Optimizacién= costos de oportunidad
2,=8/a =Prueba de Factibilidad

La tabla Simplex, debe desarrollar el mismo proceso que se
hace al hallar la solucién graficamente. Esto incluye en primer
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Precios sombra / Precios
duales/ Costo de
oportunidad/Costos

marginales:

Valores que indican
cuanto aumentaria la
utilidad al incrementar en
una unidad la
disponibilidad de un

recurso.
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lugar las dos pruebas basicas, La de optimalidad y la de
factibilidad.

La prueba de optimalidad debe indicar hasta donde es
posible seguir maximizando la utilidad de la funcion objetivo.
Esto se logra al preguntarnos ;qué pasaria si? Al tener en este
caso dos variables no basicas c1y ¢2, nos podemos preguntar
qué pasaria si variando en una sola unidad, una de estas
variables no bésicas, aumentaria o disminuiria la utilidad, esto
se responde primero al hallar el valor de z, que es el que nos

entrega la reduccién indirecta, la misma que significa, cuanto
se reduce la capacidad de los recursos B, de seguir brindando
capacidad de produccién. Su férmula es:

z= (coeficientes bésicos) (J esima columna de datos) =

m
Z=2. Ca ;j=1.23,...n
b= T

Y luego haciendo la prueba de optimalidad para cada variable
no basica, al restar la ganancia ¢, por unidad, de los costos

indirectos.

Esta prueba de optimalidad la llamaremos también obtencién
de los; Precios sombra, Precios duales, Costo de
oportunidad, Costos Marginales, el mismo nos permitird
conocer cuanto seria la ganancia al producir una sola
camioneta. Esto se realiza para cada una de las variables, y nos
deja saber si se continta obteniendo ganancia al desplazarnos
hacia el siguiente vértice o no.
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Grafico 2.c

Valores en el vértice 1

Coeficien | Variab | Coeficien Prueba
te le te 2|1 1|0|0|O0]|O0/|Recurs | factibilid
Basico Basica | Basicosy | 0 | 0 0B, ad @,
G No
Basicos
G
Variables

Basicasy [ c1|e2| S| 5|55,

)

No
Basicas
0 S, 1] 2]1 120 60
0 S, 1] 1 1 90 90
0 S, 1 1 70 Ind
0 S, 1 1 50 50
Z oloflof[ofo]o
2|1 1|0|0[0]| 0| Zmax

Prueba Optimalidad S

Fuente: Grafico adaptado de Eppen,Gould y Schmidt. 1993, p.
232.

Obtencidon de los costos indirectos. Nos da la disminucion del
recurso, cuando se produce una sola camioneta cabina sencilla

o doble.
a_a |]=[0000][1110]=0+0+0+0=0

= [C3 ¢, ¢ C6] : [an M P P

costos indirectos

z=lc,c,c,c). [a,a, a,au)=[0000L[2 10 1]=0+0+0+0=0

reflejan cudnto se reduce la 12 722 732
capacidad de los recursos
disponibles al intentar producir
mas de una variable no basica.
Este valor es parte del calculo

de los costos de oportunidad
m

a ]=[000O0][1000]=0+0+0+0=0

= [C_, ¢, ¢ C6]' [a13 823 M3

L% Ca ii= 123 z,=[c,c,c.cl.[a, a a a]=[0000][0100]=0+0+0+0=0

z,=lc,c,c ¢ [a 2, J=[0 0 0 01.{0 0 1 0]=0+0+0+0=0

a__a
15 25 35 45

z,=[c,c,c,cl[a 2,1=[0 00 01.[0 0 0 1]=0+0+0+0=0

a__a
16 26 36 46



Prueba de optimalidad:

Evaluacidon que determina
si la solucién actual es
6ptima, basada en los
costos reducidos Netos=

Cj - ZJ ='|'j

Investigacién de Operaciones |

Ahora desarrollamos el Costo de oportunidad ..
r=c-z =20-0=20

T,=C,Z, = 10-0=10

2

T,= ¢,z = 0-0=0
T,=cz, = 0-0=0
T.=c -z = 0-0=0
T=c-z =0-0=0

Este resultado indica que, si producimos una cabina sencilla,
tenemos una ganancia de $20000, y si producimos una doble
cabina $10000 que son dos valores positivos, escogemos el de
$20000 por que nos arroja una mayor ganancia (grafico 1). Pero
por motivos didécticos escogeremos el de $10000. De esta
forma la variable no bésica c2, se desplaza hacia el vértice 2,
manteniendo la otra variable no bésica c1, con un valor de cero.

Ahora con la prueba de factibilidad descubrimos hasta donde
podemos incrementar nuestra produccion de doble cabinas sin
violar las otras restricciones. Esto lo podemos ver en el sistema
de ecuaciones:

Z(Max) = 20000 C1+ 10000 C2

Sujeto a:

cr+2c2+s =120 (Departamento A)
c1+c2+s =9 (Departamento B)
c1+s,=70 (Capacidad Cabina Sencilla)
c2+s, =50 (Capacidad Doble Cabina)
Al reescribirlas:

s,=120-(c1 + 2¢2)

s,=90-(c1+ 2)
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Prueba de factibilidad:

Verificacion de que las
soluciones cumplen con las
restricciones del problema,
asegurando que sean
factibles.

Bi =Bi/a.. paraa_>0
1] ij

Investigacién de Operaciones |

s,= 70-c1
=50-2

Si mantenemos c1 igual a cero tenemos:

s,= 120-2¢2
s,=90-c2
s,=70
~=50-

Observamos que al aumentar la produccién de c2. La restriccién
_serd la primera en agotarse, llegando a 50, por lo que ¢z, lo
minimo a lo que puede llegar es a este valor, si aumenta una
unidad mas, deberemos incrementar recursos que estan
limitados por la restriccion.

Sabiendo que nos desplazamos hacia el vértice 2, realizaremos
la Prueba de Factibilidad con la finalidad de saber hasta dénde
podriamos llegar, sin pasarnos del vértice 2. Graficamente es
sencillo, pero analiticamente tendremos que apoyarnos en los
valores arrojados, por la divisiéon del recurso 8, para el valor de
a_, €N SU ascenso.

2,=1/a =120/2=60
2,=1 /2, =90/1=90
2,=1/a =70/0=indeterminado

@,= b /a,;=50/1=50

Escogemos el menor valor que es 50, sabiendo que hasta ahi
llegaremos sin salirnos de la regidn factible (grafico 2). En el
gréfico 2 se observan las flechas, que indican cuales son los
valores hasta los que crece sin salir de la regidén factible, se
observa que la flecha de menor valorllega a un tope de 50. Esto
es lo mismo que obtuvimos al ver las ecuaciones de restriccidon
anteriores. Traducido esto al concepto analitico, nos indica que
la variable que sale de ser no basica es la ¢2, y la basica que se
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transforma en no basica es . Porlo que la holgura que tenia la
restriccion4, ha llegado a su valor limite que es 50. Este es el
recurso de produccidn de dobles cabinas, asi que, si se quiere
producir una doble cabina mas, habria que incrementar los
recursos de tiempo de trabajo en los departamentos Ay B.

El sistema de ecuaciones dado por las restricciones es:

Restriccion 1 c1+2c2+s =120
Restriccion 2 ca+czt+s =90
Restriccion 3 ci+s,=70
Restriccion 4 c2+ =50

Como se puede observar en el vértice 1(Tabla 1), este sistema
se transforma en:

s, = 120-c1-2c¢2

s, = 90-c1- 2

SJ=7O- C1
~=50-
Al ubicarnos en el punto vértice 1(ci,c2) = vértice1(0,0)

correspondiente a cero producciones de camionetas sencilla y
doble. Los valoresde s ;s s, estan en sus maximos.

273!
Estos valores se hallan haciendo c1=0y c2=0, en las ecuaciones.
s =120
s,=90

s.=70

3

=50

Revisando la tabla 3. de la estructura candnica.

Vemos que las variables basicas, corresponden a estos valores.
Solo aparecen en una sola ecuacidn, y su coeficiente es +1.

El objetivo al pasar al vértice 2, es mantener esta misma
estructura candnica, con las variables basicas apareciendo en
una sola ecuacién y con coeficiente +1.
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En el vértice 2 de acuerdo con el gréfico 1 las variables no
bésicas son ahora, c1y . Porlo que el sistema de ecuaciones

se transforma (sin alterarse):

De:

Restriccion 1 c1+2c2+s =120
Restriccion 2 c+czt+s =90
Restriccion 3 ci+s, =70
Restriccion 4 c2+ =50

A:

Cl+Sl—2_=20

ci+s - =40

c1+s, 70

50

c2+

Al hacer las nuevas variables no béasicas y c1iguales a cero.
s,=20
s,=40

s=70

c2=50

Obtenemos directamente de la matriz standard los valores de
las variables bésicas. Sin haber alterado nuestro sistema de
ecuaciones original.

Esto mismo lo vamos a hacer con la Tabla Simplex, al pasar del
vértice 1 al vértice 2.

Para realizar esto, ya hemos hecho la prueba de optimalidad y
la de factibilidad, indicandonos que la variable no basica c2 se
convierte en basica, y la variable basica  se convierte en no

béasica. Esto se hace tomando la columna que corresponde a c2
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Gauss-Jordan:

Método algebraico
utilizado para transformar
la tabla simplex a su forma
estandar después de cada
iteracion.

Investigacién de Operaciones |

y la fila que corresponde a . de su interseccién hallamos la
celda, ala que llamaremos Celda Pivote. Esta la transformamos
en 1, y arriba y debajo de ella los valores de las celdas los
hacemos cero, con el propdsito que se convierta en el nuevo
valor representativo de la matriz candnica, esto es que las
variables bésicas, tengan coeficiente +1, y que solo aparezcan
en una ecuacion, por eso las celdas arriba y debajo de ella se
transforman en cero. Para realizar esto utilizamos el método de
transformacion de Gauss.

El sistema de ecuaciones del vértice 1, se simplifica en la
siguiente tabla, para observar cémo transformamos la variable
que entra c2 en variable basica, esto es que tenga coeficiente
+1, y las restantes celdas sean cero, y que solo aparezca en una
ecuacion. Al aplicar Gauss, para hacer el coeficiente +1.
Dividimos la fila para el valor de la celda pivote, y luego la fila
pivote la multiplicamos por un valor que al ser restado de la fila
este valor se haga cero.

Grafico 2.d

Método Gauss

Filal 1 2 1 120 Filal-(Fila4)(2)
Fila2 1 1 1 90 Fila2-(Fila4)(1)
Fila3 1 1 70

Fila4 1 1 50 Fila4/1

Fuente: elaboracion propia
Grafico 2.e

Resultado Método Gauss

Filal 1 1 -2 20
Fila2 1 1 -1 40

‘ila3 1 1 70
Fila4 1 1 50

Fuente: elaboracion propia

Los valores de las celdas son exactamente, las mismas que se

dan en las ecuaciones transformadas para el vértice 2 (Gréfico
2.1).
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costos indirectos

reflejan cuanto se reduce la
capacidad de los recursos
disponibles  al intentar
producir mas de una variable
no basica. Este valor es parte
del célculo de los costos de
oportntmidad

Z=2 Ca_;j=123,...n
o=y P

Prueba de optimalidad:

Evaluacion que determina
si la soluciéon actual es
Sptima, Se calculan al restar
la "ganancia por unidad" de
los costos indirectos (o
reduccién indirecta). Esto
permite evaluar si es
beneficioso o no incluir una
variable no basica en la
solucién actual. basada en
los costos reducidos
Netos=Costos de
oportunidad=

-7
67T,

Driinha Aa fartihilidadA.
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Grafico 2.f

Valores en el vértice 2

Coeficien | Variab | Coeficien
te Basico le te 2(1|10]0(0]| O Prueba
G Basica | Basicosy | 0 [ O Recurs | factibilid
No o B, ad
Basicos 2,
G
Variables
Basicasy [ 1| c2| S| S| S| S
No
Basicas
S, 1 1 -2 20 20
S, 1 1 -1 40 90
0 S 1 1 70 70
10 C2 1 1 50 = indet
Z o|l1]ofofo]f1
0 0 500
Prueba Optimalidad C - z, ololo]lo| -
1
0
Fuente: Gréfico segin Eppen,Gould y Schmidt. 1993, p. 232.

z=1[c,c,c.c,]la, a a1 =[00010L01110]=0+0+0+0=0

1 21 31 41

Zz= [C3 C4 Cs Cz ] [alz a2

2, ]=[00010].[000 1]=0+0+0+10=10

z=1lc,c,c,c, ] [a a a, a,1=[ 000 101[1 00 0]=0+0+0+0=0

13 23 33 43

z,= [C3 ¢G¢, ] [a14 N4 134 Py

Zs = [CJ C4 Cs Cz ] [als A2

Zs = [C3 C4 Cs Cz ] [am A6 %36 46

Ahora desarrollamos el Costo de oportunidad ..

T=C-Z = 20-0=20

=10 0.0 1010 1 0 0]=0+0+0+0=0
a5 Y5 ]=[O 00 10][0 01 O]=O+0+O+O=O

]=[00010][-2-101]=0+0+0+10=10
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Prueba de factibilidad:

Verificacion de que las
soluciones cumplen con las
restricciones del problema,
asegurando que sean
factibles.

@i = B;/aij para a_ >0

Investigacién de Operaciones |

T,=c,z,= 0-0=0
T,=CZ, = -0=0
T=c-z = 0-0=0

T.=CZ, = 0-10=-10

El mayor valor positivo es 20, por lo que la variable que entra

eslac,.

@,=b /a =20/1=20

2,=1 /2, =40/1=90

@,=1/a =70/1=70

@,=1 /a, =50/0= indeterminado

El menor valor es 20, por lo que la variable que sale es la's..

Aplicamos el método de Gauss, tal y como lo hicimos
anteriormente, transforméandolo dentro de la forma candnica
sin alterarlo y obteniendo los valores del vértice 3 (Gréfico 2.f).
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costos indirectos

reflejan cuanto se reduce la
capacidad de los recursos
disponibles al intentar
producir mas de una
variable no bdasica. Este
valor es parte del calculo
de los costos de
oportnynidad

Z=2.Ca ;j=123,...n
b=y Bl

Investigacién de Operaciones |

Grafico 2.f

Valores en el vértice 3

Coeficie | Vanab | Coeficie Prueba
nte le nte 211(0)0|0] 0| Recur | factibilid
Basico | Basica | Basicos | 0| 0 s0 ad
(‘.i y B, gi
No
Basicos
G
Variables
Basicasy | 1| c2| Si | Saf S| S
No
Basicas
20 C1 1101 (0f|0] -2 20 -10
0 S, oO(of|-1|1|[0f 1 20 20
S, ofof-1|]Oof1]| 2 50 25
10 C2 0Oj1(0|0f0] 1 50 50
21 1(20(0(0] -
Z, oo 30
0(0|-|0]O0]| 3 900
Prueba Optimalidad ¢ -7 2 0
0

Fuente: Gréafico segin Eppen,Gould y Schmidt. 1993, p. 232.

%=[c,c,c,c,.[a, a, a, a,]=[200010L[1 00 0]=20+0+0+0= 20

1 21 31

l.[a a_a_a,,]=[200010][000 1]=40+0+0+10=10

Z2= [C C' C.' C2 12 22 32

1 45

z=1lc c,c.c ] [a a a a ]=[ 2000 10L[1-1-10]=20+0+0+0=
20

]=[20 0 0 101.[0 1 0 0]=0+0+0+0=0

Z4= [Cl C4C5 C2 ] [a a, a, a

14 “24 44

z,=1lc,c,c,c, ] [a,a,a,a,]=[ 2000 1010 0 1 0]=0+0+0+0=0

Z, = [cl C, ¢ C ]. [316 a a_ a ]I=[ 20 0 0 10].[-2 1 2 1]=-
40+0+0+10=-30
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Prueba de optimalidad:

Evaluacion que determina
si la solucién actual es
Optima, Se calculan al
restar la "ganancia por
unidad" de los costos
indirectos (o reduccion
indirecta). Esto permite
evaluar si es beneficioso o
no incluir una variable no
basica en la solucidn
actual. basada en los
costos reducidos
Netos=Costos de
oportunidad=

Cj - ZJ ='|'j

Prueba de factibilidad:

Verificacion de que

soluciones cumplen con las
restricciones del problema,
asegurando que sean
factibles.

. _B.
@i = '/aii para aij>0

Investigacién de Operaciones |

Ahora desarrollamos el Costo de oportunidad ..

T=CZ = 20-20=0
T,=C,Z, = 10-10=0

T,=CZ, = 0-20=-20

T.=C7 = 0-0=0

6

El mayor valor es el de 30, por lo que la variable que entra es

Prueba de Factibilidad
2,=1/a =20/-2=-10
2,=b/a =20/1=20

@,=1/a =50/2=25

8,= b /a,=50/1= 50

r.=c-z = 0-(-30) = 30

El menor es 20, la variable que sale es s..

Aplicamos el método de Gauss, tal y como lo hicimos

anteriormente, transformandolo dentro de la forma candnica

sin alterarlo y obteniendo los valores del vértice 4 (Gréfico 2.g).
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costos indirectos

reflejan cudnto se reduce la
capacidad de los recursos
disponibles al intentar
producir mas de una
variable no basica. Este
valor es parte del calculo
de los costos de
oportnynidad

Z=2.Ca ;j=123,...n
b=y Th

Investigacién de Operaciones |

Grafico 2.g
Valores en el vértice 4.
Coeficie Variab | Coeficient Prueba
nte le es Recur factibilid
Basico Basica | Basicosy 2 1 o (o] oo so ad
G No o| o B, >,
Basicos
<
Variables | c1| c2f Si | S: | Sa| Ss
Basicas vy
No
Basicas
20 C1 1|lo|-1] 2[00 60 ~60
[5) S, o|lo|-1|]1]o0f1 20 -20
o 3 o] o 1 -2 1 o 10 10
10 Cc2 o] 1 1 -1 (o] (o] 30 30
2 1 - 3 (o] 0O
Z o|lof|1]|o
[0} 1500
o] o] 1 - (o] (o]
Prueba Optimalidad C, -z, 0 3
o

Fuente: Grafico segun Eppen,Gould y Schmidt. 1993, p. 232.

Zi=[c,c,c,c, ] [a, o a, a]=[2000 101110 0 0]=20+0+0+0=20

1 21 31 41

z=1c,c,c,c,]la,a,a,a,]=[2000101[0 0 01]=0+0+0+10=10

12 22 32

=[200010][-1-1 11]=-20+0+0+10=-

z=[c c.c.c][a

10

aaa]
13723733 “43

]=[ 20 0 0 101[2 1 -2 -1]=40+0+0-

z, = [C1 G G 6, J [a14 N Mg ®

10=30

44

z.=lc,c,c.cl o a_a_a ]=[2000 10100 1 0]=0+0+0+0=0

Zi=c,c,c,c,l s ]=[20 0 0 101.[ 0 1 0 0]=0+0+0+10=

0

a _a _a
16 26 36 46
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Prueba de optimalidad:

Evaluacion que determina
si la solucién actual es
6ptima, Se calculan al
restar la "ganancia por
unidad" de los costos
indirectos (o reduccién
indirecta). Esto permite
evaluar si es beneficioso o
no incluir una variable no
basica en la solucidn
actual. basada en los

costos reducidos
Netos=Costos de
oportunidad=
C -7 )

J J =TJ

Prueba de factibilidad:

Verificacion de que las
soluciones cumplen con las
restricciones del problema,
asegurando que sean
factibles.

Bi = Bi/a.. paraa_>0
1 ij

Investigacién de Operaciones |

Ahora desarrollamos el Costo de oportunidad .
T=c-z ==20-20=0

10-10=0

=

I
e
N
Il

1,=c,z = 0-(-10)=10

3

El mayor valor es el de 10, por lo que la variable que entra es s,

Prueba de Factibilidad
@,=1/a =60/-1=-60
2,= b /a =20/-1=-20
@,=1/a =10/1=10
2,=1b/a =30/1=30

El menor es 10, la variable que sale es s..

Aplicamos el método de Gauss, tal y como lo hicimos
anteriormente, transforméandolo dentro de la forma candnica
sin alterarlo y obteniendo los valores del vértice 5 (Gréfico 2.h).
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Grafico 2.h

Valores en el vértice 5.

Coeficient
es Prueba
Coeficte | Variab | Basicosy [ 2 | 1 [ 0| O [ O | O | Recur | factibilid
nte le No 0]0 s0 ad
Basico Basica | Basicos B, 2,
Ci CJ
Variables [ c1| c2| S| 5| 5| S,
Basicas v
No
Basicas
20 Cl1 110(0)0f1]|0O 70
0 S, oOfofOf-1|1]1 30
0 S, olof1|-2/1]0| 10
10 c2 o(1]0|1|-1/0] 20
2(1(0j1|1]0
Z oo 0|0 1600
Prueba Optimalidad C,-%, ofofO0]|-]-1]0
1)1
costos indirectos 010

reflejan cudnto se reduce la
capacidad de los recursos
disponibles al intentar
producir mas de una
variable no basica. Este
valor es parte del calculo
de los costos de
opor'&midad

Fuente: Gréafico segin Eppen,Gould y Schmidt. 1993, p. 232.

1=[2000 10].[1 0 0 0]=20+0+0+0=20

Z _
1= [Cl C6C3C2 ] [a a, a a

1 21 41

z,=lc,c,c,c,].[a a a,a,]1=[2000101[0 0 0 1]=0+0+0+10=10

Z=2. Ca_;j=123,..n
b=y T

z=[c, c,c,c ] [a a a_ a_ 1=[2000 101[00 1 0]=-0+0+0+0=0

Prueba de optimalidad:

z,=lc,c,c.c,].laa o a,1=[2000101[0-1-2 1]=0+0+0+10=10

Evaluacion que determina 14 24 734 T44
si la solucion actual es
6ptima, Se calculan al
restar la_ "ganancia por z.=[c c,c,c ] [a a a a ]=[200010][111-1]=20+0+0-10=10
unidad" de los costos
indirectos (o reduccién
indirecta). Esto permite Ze = [Cl C6 C* C2 ] [a
evaluar si es beneficioso o )
no incluir una variable no

]=[200 0 101.[ 0 1 0 0]=0+0+0+0=0

a _a a
16 26 36 46

basica en la solucién Ahora desarrollamos el Costo de oportunidad T.
actual. basada en los I
costos reducidos

Netos=Costos de — o~ — _ —

oportunidad= T1 Cl Zl 20 20 O

Cj —ZJ ='|'j

T,=C,Z, = 10-10=0
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Z 6ptimo:

Valor ¢éptimo de la
funcién objetivo
alcanzado al finalizar el

método simplex.

Investigacién de Operaciones |

T,=CZ, = 0-10=-10

1=z =0-10=-10

Los costos de oportunidad son negativos, por lo que el proceso
se detiene en este vértice 5. Ya no se puede obtener una mayor
ganancia.

La méxima utilidad (Z éptimo) serd de $1600000 con una
produccién

diaria de:

c1=70 camionetas cabina sencilla y
c2= 20 camionetas doble cabina

4.5.2.-EJERCICIO PROTOTIPICO 2
INDUSTRIAS JARAMILLO

INDUSTRIAS JARAMILLO (1J), produce dos lineas de molinos
para mineria. Una de sus lineas de productos, llamada Molinos
Chilenos, se utiliza de manera primordial en aplicaciones de
trituracién liquida. La otra linea, denominada molinos de bolas,
estad destinada a la trituracion de material en seco. Las M1y M2
son hechas en los mismos galpones y con las mismas
herramientas. Las predicciones econdmicas indican que se
podrian vender normalmente todas las M1 y M2 que se
fabriquen. Se desea pronosticar cuantas M1 y M2 se deben
fabricar para obtener méaximas ganancias. La gerencia tiene
que recomendar ahora una meta de produccién para el mes
proximo.

Los datos de |J

La toma de esta decision requiere la consideracién de los
siguientes factores importantes:

1. El margen de contribucién unitaria de |J es de $5000 por
cada m1 vendido y de $4000 por cada m2.

2. En cada galpdn pasan por mecanizado cualquier M1 o M2.
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3. El galpén A dispondra el préximo mes de 150 horas vy el
galpdén B de 160 horas. En el galpdn A, cada M1 necesita 10
horas de mecanizado y cada M2, 15 horas. En el galpdn B, cada
M1 necesitard de 20 horas de mecanizado, y cada M2,10 horas.
Estos datos aparecen resumidos en la tabla 4.

4. Las pruebas de los M1 y M2, seran realizadas en un galpdn
independiente, manejado por el sindicato de trabajadores,
quien exige no menos de 135 horas, para sus trabajadores, los
cuales gastan 30 horas en cada M1y 10 horas por cada M2. Esta
informacién se resume en la tabla 5.

5. El directorio como una medida de posicionamiento en el
mercado deberé fabricar por lo menos una m1 por cada tres mz.

6. Un distribuidor importante ha pedido para el siguiente mes
5 equipos sin importar cuantos son M1 y cuantos son M2.

Se desea determinar la produccién de M1 y M2 que
maximizaria las ganancias

Tabla 32. Datos de mecanizado de 1J

HORAS
GALPON POR m1 POR m2 TOTAL,
DISPONIBLE
A 10 15 150
B 20 10 160
Fuente: elaboracion propia
Tabla 33. Datos de prueba de IJ
1M 1 m2 Horas totales
requeridas
Horas de 30 10 135
prueba

Fuente: elaboracion propia
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SOLUCION ANALITICA
MODELO MATEMATICO

Tabla 34. Datos ejercicio molinos

VARIABLES DE | VARIABLES RECURSOS
DECISION TECNICAS
mi(Molino a, b,
Chileno)
m2(Molino de | a, b,
Bolas)
a; b,
22 b4
sy bs
asp

Fuente: elaboracion propia

FUNCION OBJETIVO MAXIMIZAR

Modelo matematico Z(Max) = 5000M1 +4000M2 = UTILIDAD

Sujeto A:

m1+M23>5 Restricciéon de produccion minima

m1-3M2<0 Restriccion de balance de posicién en el mercado
1om1+15M2<150  Restriccion de Capacidad del Galpon A
20m1+10M2<160  Restriccion de Capacidad del Galpén B

s3oMi+10M2>135  Restriccion minima cantidad de horas para

pruebas

M1>0; M2>0 Restricciones de no negatividad
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Tabla 35. Restricciones

RESTRICCION M1 M2 RECURSQOS
1 a M1 a M2 > b,
2 a; M1 a,,M2 < b,
3 a31M1 332M2 < h3
4 a“Ml auMZ < b4
5 ag;, Ml as,M2 > b,

Fuente: elaboracion propia

Tabla 36. Estructura con valores

RESTRICCION | o RECURSOS
1 1 1 N 5
2 1 3 < 0
3 10 15 < 150
4 20 10 < 160
5 30 10 N 135

Fuente: elaboracion propia

El grafico 3 muestra la region factible dada por las restricciones.
La solucién grafica se encuentra igual que en el ejemplo
anterior, desplazando la funcién objetivo de vértice en vértice,
hasta obtener el méximo valor. La solucién grafica se mantiene
igual. La situacién cambia cuando queremos aplicar el método
analitico a través del Método Simplex, pues necesitamos hallar
una solucidn factible bésica inicial que nos sitie dentro de la
region factible. En el ejemplo de la produccién de camionetas
sencillas y dobles, al iniciar la produccién en c1=0 y ¢2=0, nos
situdbamos inmediatamente en un vértice de la regidn factible,
al realizar lo mismo en nuestro actual problema mi1=0 y m2=0,
nos damos cuenta de que graficamente no nos ubicamos
dentro de la regién factible (Grafico 24).
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Modelo Matematico

Ecuaciones en  forma

estandarizada

Investigacién de Operaciones |

Grafico 24. Region Factible

giénfabl&)\e'gionfactible

regionfactible

2 4 \\ \ 10 12 14 \ 18 Q]

Fuente: Gréfico obtenido usando GEOGEBRA

A Lasinecuaciones con >, se lesagrega una variable de holgura

—S, MI+M2-§ =5

Ml—3M2+S2=0

10M1 + 15M2 + S3 =150

20Ml+10M2+S4=160

30M1 +10M2 — SS =135

La estructura estandar queda (Gréfico 3.a.)
Grafico 3.a.

Estructura Estédndar

RESTRICCION | au | a2z | S [ S, [ S, [ S, [ S, RECURSOS
1 1|1 |1 5
2 1| 3 1 0
3 1015 1 150
4 20 | 10 1 160
5 30 | 10 -1 135

Fuente: elaboracién propia
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Para Eppen, Gould y Schmidt: “Esta estructura estandar, indica
que la condicion de que las variables bésicas estén en una sola
ecuacion se cumple, pero la de que su coeficiente sea positivo
no, para cumplir con esto agregamos las variables artificiales x,

"(1993).

A Lasinecuaciones con >, se les agrega una variable de holgura

-S.
J

Variables basicas: M1 +M2— Sl + Kl =5

Variables que tienen un

valor distinto de cero en Mmi _3MZ+SZ=0

una solucion bésica

10M1 + 15M2 + S; =150

20M1 + 10M2+S4= 160

30M1 +10M2 — Sg + Kz =135

Variables no basicas:

Variables que tienen un

valorigual a cero en una Gréfico 3 b

solucién basica

Estructura Estandar con las variables artificiales.

RESTRICCIO | w1 | M2 Sl 52 53 S4 Ss K, Kz RECURSO
Variables artificiales: N S
1 1 1 - 1 = 5
Variables introducidas 1
en la Etapa | del método
2 1 -3 1 = 0
simplex para garantizar
o 3 10 | 15 1 = 150
un punto inicial dentro
de la regidn factible. 4 20 10 1 - 160
5 30 | 10 - 1 | = 135
1

Fuente: elaboracion propia

En este caso k, y K, pasan a ser las nuevas variables basicas,
pues cumplen con la condicién de ser de coeficiente +1, y solo
repetirse en una ecuacion.

Las variables bdsicas serdn entonces, K,S,S, K.Y las no

bésicasmi,mz, s 5. .



Penalizacién:

Proceso de asignar un
coeficiente muy grande
[G] a las wvariables
artificiales en la funcién
objetivo para garantizar
que sean eliminadas del
sistema en las

iteraciones.

Etapa | del método

simplex:

Fase inicial del método
simplex en la que se
utiliza una  region
artificial para encontrar

un punto factible.

Investigacién de Operaciones |

El siguiente paso es convertir las variables x y k, en no basicas,
con lo que conseguiremos que se hagan cero. Y de esta manera
podemos tener los valores de m1 y mz2 , dentro de la regién
factible. Para realizar esto analiticamente necesitamos
agregarles un coeficiente exageradamente grande -¢ de tal
manera que, en el proceso de hallar los costos marginales, sean
los primeros en convertirse en no basicos. La penalizacion la
hacemos con un valor -¢ como coeficiente de las variables

artificiales k. en la funcion Objetivo, que indica una cifra muy

grande. Este proceso segun Eppen,Gould y Schmidt: “Lo
podemos dividir en dos fases: la Etapal se desarrolla mientras
mantengamos las variables artificiales como variables basicas.
En el momento en que dejan de serlo pasamos a la Etapa Il.
Esta Etapa Il al encontrarse ya dentro de la regidn factible se
desarrolla como un proceso simplex normal” (1993).

La funcién objetivo es:

Z(Max) = 5000M, +4000M, +(0)s +(0)s,+(0)S,+(0)S,+(0)S_+(—G)K, +(—G)K,= UTILIDAD

Etapal
En esta Etapa | La table Simplex (Gréfico 3.c.) quedara:
Grafico 3.c.

Tabla Simplex 1
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costos indirectos

reflejan cudnto se reduce la
capacidad de los recursos
disponibles al intentar
producir mas de una
variable no basica. Este
valor es parte del calculo
de los costos de
oportnynidad

Z=2 Ca_;j=123,...n
bog=p T

Investigacién de Operaciones |

Coefici | Varia | Coefici
ente ble ente
Basico | Basic | Bésicos Prueba
C, a v 5000 [ 4000 | Q| OQ|O[OQ|O[ -] - | Recu | factibil
No G| G| mo idad
Basicos B, 2,
("I
Variabl
es M1 M2 Sl S: SA‘ S‘ S5 I\" l\'!
Basicas
v
No
Basicas
-G ' ] 1 -fofofofof1]oO 5 5
1
0 S, i -3 0|1(0)0|J0]jO0f0 0 0
0 S, 10 15 olo|1j)o0jojofo] 150 15
0 S, 20 10 olofo)j1jo0]0f0] 160 8
-G K, 30 10 olofojo|-J0f1] 13 43
1
31G | -11G
Ij Glo|ofOfG -
G| G| -140
5000 | 4000 G
Prueba Optimalidad +31 H1 | -]0j0]0O]-|0]0O
(‘j—7.J G G G G

Fuente: Grafico segin Eppen,Gould y Schmidt. 1993, p. 246.

Tal y como lo hicimos anteriormente, haremos primero la
prueba de Optimalidad.

z=[c,c,c.c,c).la o aa, a, 1=[-GOOO-GL[11102030]=-G

1 21

+0+0+0+0-30G=-31G

a | =[-G000-G][1-3151010]=

52

z=[c,c,c.ccl.[a a aa,

G +0+0+0+0-10G =-11G

=[-G00O0-G][-10000]=0G

z=[c,c,c c clla

+0+0+0+0=G

a_a_a a]
13 723 733 "43 "3

~[-G000-G].[01000]

Z4= [Cs C4 Cs C6 C9]' [a14 O a

0+0+0+0+0=0

a34 44 254]

z=[c,c,c,c cl [a

0+0+0+0+0=0

a.a._a ass]=[-GOOO-G].[O 0100]

15 5 35 45

a ] =[-GO00-G][00010]=-G

= [CS C,C C Cg] . [am a6 36 Y46

+0+0+0+0=0
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Prueba de optimalidad:

Evaluacion que determina
si la solucién actual es
O6ptima, Se calculan al
restar la "ganancia por
unidad" de los costos
indirectos (o reduccidon
indirecta). Esto permite
evaluar si es beneficioso o
no incluir una variable no
basica en la solucién
actual. basada en los
costos reducidos
Netos=Costos de
oportunidad=

=%, T,

Prueba de factibilidad:

Verificacion de que las
soluciones cumplen con las
restricciones del problema,
asegurando que  sean
factibles.

@i = Bi/a.. para a_>0
1 ij

Investigacién de Operaciones |

Z7= [Cs C4 Cs C6 C9] : [ A, 8, 2

0+0+0+0+ G =G

2 ]=[-G0O00-G][0 000-1]=

a
37 47

- [-GO0O-GJ[0 0100]=

z=[c,c,c.ccl.|

0+0+0+0-G =-G

aaaaa]
18 "28 “38 “48 "s8

z,=[c,c,c.c.cl.[a a,a a,a, ]=[-GO00-GL[0O O 010]=-G
+0+0+0+0=-G

Ahora desarrollamos el Costo de oportunidad .
T=c-z=5000-(-31 G) =5000+31 G
T,=c,-z=4000-(-11 G) =4000+11 G

T,=C,-2= 0-G=-G

T,=C,Z,= 0-0=0
T.=C-2.= 0-0=0
T,=C-Z = 0-0=0

El mayor valor positivo es 5000+31 G por lo que la variable que
entra es la m1.

Ahora realizaremos la Prueba de Factibilidad

8,= b /a =5/1=5
2,= /o, =0/1=0

®,=b/a =150/10=15
Bi=1/a, =160/20= 8

@,=b /s =135/30=4.5
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Gauss-Jordan:

Método algebraico
utilizado para transformar
la tabla simplex a su forma
estandar después de cada

iteracion.

Investigacién de Operaciones |

El menor valor es 0, por lo que la variable que sale es las. Y es

la nueva variable no basica.
De esta manera completamos la Gréfico 3.c. (Tabla Simplex 1).

Para realizar esto, ya hemos hecho la prueba de optimalidad y
la de factibilidad, indicdndonos que la variable no basica mi1 se
convierte en basica, y la variable basica s, se convierte en no
bésica. Esto se hace tomando la columna que corresponde a
M1y la fila que corresponde as.. Y de su interseccién hallamos
la celda, a la que llamaremos Celda Pivote. Esta la
transformamos en 1, y arriba y debajo de ella los valores de las
celdas los hacemos cero, con el propdsito que se convierta en
el nuevo valor representativo de la matriz candnica, esto es que
las variables basicas, tengan coeficiente +1, y que solo
aparezcan en una ecuacion, por eso las celdas arriba y debajo
de ella se transforman en cero. Para realizar esto utilizamos el
método de transformacién de Gauss.

El sistema de ecuaciones de la Tabla Simplex 1, se simplifica en
la siguiente Gréfico 3.d., para observar cémo transformamos la
variable que entra m1 en variable basica, esto es que tenga
coeficiente +1, y las restantes celdas sean cero, y que solo
aparezca en una ecuacién. Al aplicar Gauss, para hacer el
coeficiente +1. Dividimos la fila para el valor de la celda pivote,
y luego la fila pivote la multiplicamos por un valor que al ser
restado de la fila este valor se haga cero.

Grafico 3.d.

Método Gauss

Filal 1 1 -1 0 0 0 0 1 0 Filal- (Fila2)(1)
Fila2 1 -3 0 1 0 0 0 0 0 Fila2/1

Fila3 10 | 15 0 0 1 0 0 0 0 Fila3- (Fila2)(10)
Fila4 20 | 10 0 0 0 1 0 0 0 Fila4- (Fila2)(20)
Fila$ 30 | 10 0 0 0 0 -1 0 1 Fila5- (Fila2)(30)

Fuente: elaboracién propia
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Grafico 3.e.

Resultado Método Gauss

Filal 0 4 -1 -1 0 0 0 1 0 Filal- (Fila2)(1)
Fila2 1 -3 0 1 0 0 0 0 0 Fila2/1

Fila3 0 45 0 -10 1 0 0 0 0 Fila3- (Fila2)(10)
Fila4 0 70 0 -20 1 0 0 0 Fila4- (Fila2)(20)
Fila5 0 100 0 -30 0 0 -1 0 1 Fila5- (Fila2)(30)

Fuente: elaboracién propia

Realizamos la transformacion hacia la nueva Tabla Simplex 2

(Grafico 3.1.)

Grafico 3.f.
Tabla Simplex 2
Coefic Vari Coefic Prueba
iente able iente Recu factibal
Basico Ba=i Basico 50 4000 o 0 0 o o - - rso idad
< ca s¥ 00 G| G B, D,
No
Basico
s
('J
Wariab
les M1 M2 S, S, Si| Sa| Ss| K| X2
Basica
s ¥
No
Basica
=
-G ~, ) - - -1 o|l o o 1 o 5 5
1
5000 M1 1 3 0 1 olo|o| o] o ) o
0 o 45 0 -10 1 0 o o o 150 15
S_‘
0] 1) 70 [} -20 [} 1|0 0 0 160 8
SJ
-G o 100 4] -30 o o - 0 1 135 45
K, 1
50 - G 3000+ 0 o G - -
z, oo | 15000- 310 G| c
104 G
o 19000 - -3000- 0 o - o o
Prueba Optimalidad +104 G 31N G -140
c,—7, c G

Fuente: Grafico segun Eppen,Gould y Schmidt. 1993, p. 246.

En la Tabla simplex 1 (Gréfico 3.c), vemos que los valores del
costo de oportunidad T, y T,, son positivos, por lo que podemos
todavia encontrar una mayor utilidad.

Comenzamos a desarrollar la Gréafico 3.f. (Tabla Simplex 2)
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costos indirectos

reflejan cuanto se reduce la
capacidad de los recursos
disponibles al intentar
producir mas de una
variable no bdsica. Este
valor es parte del calculo
de los costos de
oport“l‘Jnidad

Z=2 Ca_;j=123,...n
Ioj=p T

Prueba de optimalidad:

Evaluacion que determina
si la solucion actual es
6ptima, Se calculan al
restar la "ganancia por
unidad" de los costos
indirectos (o reduccidn
indirecta). Esto permite
evaluar si es beneficioso o
no incluir una variable no
basica en la solucion
actual. basada en los
costos reducidos
Netos=Costos de
oportunidad=

-7
=7 T,

Investigacién de Operaciones |

Z= [C8 C, C € Cy]'[all 81 1 2

0+5000+0+0+0=5000

a, ]=[-G5000000-G][01000]=-

z=[c,c c.c.clla,a a a, a]=[-G5000000-G][4-34570

12 22 32

100] = -4 G -15000+0+0+0-100 G = -15000-104 G

z=[c,c,c.c.clla a a a a]=[-G5000000-G][-10000]=

13 23 33 43

G +0+0+0+0=G

Z4= [Cs Cl Cs C6 Cg]. [a a a a a ] = [-G 50000 0 0- G][ -1 1-10-20

14 24 34 44 54

-30] = G +5000+0+0+30 G =5000+31 G

z=[c,c,c.c.cla a a a  a]=[-G5000000-G][00100]=
0+0+0+0+0 =0

z=[c,c c,c cl |a

=0+0+0+0+0=0

a.] =[-G5000000-GJ[00010]

a a _a
16 26 36 46 5

z=[c,c c,c.cla

a_] =[-G 5000000-G][0000-1]

a_a a
17 27 37 47

= 0+0+0+0+ G =G

z,=lc,c,c,c c) o, a, a,a,a,]=[-G5000000-GL[10000]=

18 28 38 48 58

0+0+0+0-G=-G

%= [c,c,c,C,C) [a, a, a0, a,]=[-G 50000 00-GL[0 000 1]=-

19 29 39 49 59

G +0+0+0+0=-G
Ahora desarrollamos el Costo de oportunidad .

1.=cz,= 5000-(5000)= 0

1,=C,2,= 4000<-15000-104 G)= 19000+104 G

1 =cz,= 0-(5000+31 G)=- -5000-31 G

T,=c,z=0-0=0
r.=c-z= 0-0=0
r.=c-z=0-0=0
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Prueba de factibilidad:

Verificacion de que las
soluciones cumplen con las
restricciones del problema,
asegurando que sean
factibles.

@i = Bi/a.. paraa_>0
1 ij
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El mayor valor positivo es 19000+104 G por lo que la variable
que entra es la m2. Ahora realizaremos la Prueba de Factibilidad

@,=b/a =5/4=1.25

@,=b/a, =0/-3=Negativo
@.=1/a =150/45=3.333
Pi=1/a, =160/70=2.28
@.=v/a =135/100=1.35

El menor valor es 1.35, por lo que la variable que sale es k. Es

la nueva variable no basica.

Aplicamos el método de Gauss a la Grafico 3.f. (Tabla Simplex
2), tal y como lo hicimos anteriormente, obteniendo la Gréfico
3.g. (tabla simplex 3).
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reflejan cuanto se reduce la
capacidad de los recursos
disponibles al intentar
producir mas de una
variable no basica. Este
valor es parte del calculo
de los costos de
oport“ynidad

Z=2 Ca ;j=123,..n
o=yt

Investigacién de Operaciones |

- go
Grafico 3.g.
Tabla Simplex 3
Coefic
iente
Basico | S0 | 40 o o o|l|o|o -G Recu | Prueba
Coefic Vari =¥ 00 00 G rso facubi
iemte able No B, lidad
Basico Basi Basico >,
(‘-, ca s
(‘J
Variab | aar| a2 =h R R R R K
les
-
=¥
No
Basica
s
3000 N2 0 1 14 - o| o] o 1'% ) ) nezarti
pe o
5000 LS T 1 0 =4 12 |o| oo 32 ° 154 negati
o
) S, 0 0 354 S2a | 1| o|Oo]| 45=| 0 375 835
4
) S, 0 0 7043 - Ol 1|0o| -o=| o 2507 313
10/ 4
4
= K 0 0 25 = o| o - 25 1 10 04
1
So | 40 - 20| o | o | G| 2750
oo | oo | 4750 +5 25 |
25 G G
z, I3 2500
5] 3] 4750 - 3] ] - o 04—
+25 250 G| 4750 110G
Prueba Optirealidad <G -5 -26
<, 7, o o

Fuente: Grafico segun Eppen,Gould y Schmidt. 1993, p. 246.

En la Tabla simplex2 (Gréfico 3.f.), vemos que el valor de T, es

positivo, por lo que podemos todavia encontrar una mayor
utilidad.

Comenzamos a desarrollar las pruebas de Optimalidad vy
Factibilidad a la Gréafico 3.g. (Tabla simplex 3).

z=lc,c, c,c,clla o a, a, s ]=[4000500000-G][0100

1 5 6 9 1 21 31 41

0]=-0+5000+0+0+0= 5000

2=lc,c c.c,c].la,a, a,a, a]=[4000500000-GL.[M2100

12 22 32

0]=-4G-15000+0+0+0-100 G =-15000-104 G

z=Ic,c c,c ¢l [a a a a, a]=[4000500000-GL[-1/4-3/4

13 23 33 43

45/4 70/4 25] = G +0+0+0+0= G

z=[c,c c,c,c).la, o, a,a, a]=[4000500000-Gl[-1/4 % 5/4

14 24 34 44 54

-10/4 -5] = G +5000+0+0+30 G = 5000+31 G
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Prueba de optimalidad:

Evaluacion que determina
si la solucién actual es
Optima, Se calculan al
restar la "ganancia por
unidad" de los costos
indirectos (o reduccion
indirecta). Esto permite
evaluar si es beneficioso o
no incluir una variable no
basica en la solucién
actual. basada en los
costos reducidos
Netos=Costos de
oportunidad=

Cj - ZJ =Tj

Prueba de factibilidad:

Verificacion de que las
soluciones cumplen con las
restricciones del problema,
asegurando que sean
factibles.

. _B./
@i = '/aij para aij>0

Investigacién de Operaciones |

z=1Ic,c,c,c,c) [a a a a, a]=[4000500000-G][00100]

1 5 6 15 25 35 45

= 0+0+0+0+0=0

z=lc,c c.c,c].la,a,a,n, »] =[4000500000-Gl[00010]

16 26 36 46 56

=0+0+0+0+0=0

= [C2 C G C C9]' [ A7 8 2y By

11=0+0+0+0+ G =G

a_] =[4000500000-G][0000-

Zs= [C2 Cl Cs C6 Cg]. [a a _a _a _a ] = [4000 500000 - G][ Ya 3% -45/4

18 28 38 48 58

-70/4 -25] = 0+0+0+0- G =-G

4= c, ¢ ¢, c,c) [a,a,a,a,a,] =[4000500000-GJ[0000

19 29 39 49

1]=- G +0+0+0+0=-G

Ahora desarrollamos el Costo de oportunidad .
T=c-z=5000-(5000)= 0

1,=c,-z,= 4000-4000= 0

1.=c-z=0-(-4750-25 G) = 4750+25 G

1,=c,z,= 0-(250+5 G)=-250-5 G

r.=c-z= 0-0=0

1.=c-z= 0-0=0

T7=C7-Z7= 0-(G)=-G
T.=C-z=-G-(4750+25 G)=-4750-26 G

El mayor valor positivo es 4750+25 G por lo que la variable que
entra es la s .Ahora realizaremos la Prueba de Factibilidad

@,=1/a =negativo

2,= 1 /a = negativo
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@,=b/a =375/45= 8.33
Bi= /o, =290/70==4.14
B,=b/a,=10/25=0.4

El menor valor es 0.4, por lo que la variable que sale es k. Es |a

nueva variable no basica.

Aplicamos el método de Gauss a la Grafico 3.g. (Tabla Simplex
3), tal y como lo hicimos anteriormente, obteniendo la Grafica
3.h.(Tabla simplex 4).
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Grafico 3.h.
Tabla Simplex 4
Coeficie
nte
Basicoz
¥
i 50 | 40 -G
. o No 0|oflo| o
Coeficie | Vara . 00 00
Basicoz
nte ble C
Bisico | Basic [ nec | PSR
(-i a Varizble R
g urso
- - dad
Basicas ‘ ] . ) 9.
¥ M1 a2 S, | S 5] Ss K,
No
Basicas
) i 0.0 nezativ
4000 M2 0|1 o.|ofof o . 135
30 01 °
0. i 0.0
5000 MI 1| 0 oflo| o | 40s| 405
10 . 3
03
3. 0. | 802
0 S, 0| o 1|0 04 | 25.5
5 45 5
5
. 0. R
0 S, 0] o 1 (o)1) _ 00 | o 6525
y ) i 12 negativ
0 S, ol o vi|io|lo| v | 040
] o
5 25
s0 | 40 ) i
z 7o|ofof 10 190
2 00 | oo
0 0
-G
70 19
o] o . ofo o - 25650
Prueba Optimalidsd C, =7, 190

Fuente: Gréafico segin Eppen,Gould y Schmidt. 1993, p. 246.

En la Tabla simplex 3 (Gréfica 3.g), vemos que el valor de T3, es

positivo, por lo que podemos todavia encontrar una mayor

utilidad.

Comenzamos a desarrollar las pruebas de Optimalidad vy

Factibilidad a la Gréfica 3.h. (Tabla simplex 4).
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Prueba de factibilidad:

Verificacion de que las
soluciones cumplen con las
restricciones del problema,
asegurando que  sean
factibles.

@i = B;/aij para a, >0

Prueba de optimalidad:

Evaluacion que determina
si la solucién actual es
6ptima, Se calculan al
restar la "ganancia por
unidad" de los costos
indirectos (o reduccién
indirecta). Esto permite
evaluar si es beneficioso o
no incluir una variable no
basica en la solucidn
actual. basada en los

costos reducidos
Netos=Costos de
oportunidad=

Cj - ZJ ='|'j

Investigacién de Operaciones |

z=lc,c,c,c,c]lla a a a a, 1=[400050000001[0 100 0]=-

1 21 31 41 51

0+5000+0+0+0=5000

z=lc,c,c,c c) la, a, a, a, a ] =[40005000000].[10000]

= 4000+0+0+0+0 = 4000
Z3= [Cz Cl Cs C6 Cs]' [a13 A 133 A3 ass] - [4000 500000 O][ 0000-1 ] -
0+0+0+0+0=0

z=lc,c c,c c) la,a, a,a, a]=[4000 500000 01[-0.300.10

14 24 34 4

3.51-1/5]=-1200+500+0+0+0 = -700

z=[c,c c.ccl.[a a_a_ a_ a]=[40005000000][00100]=
0+0+0+0+0=0

=[4000 5000 000][000 1 0]

z=[c,c c.c c] [a

=0+0+0+0+0=0

a _a_a a]
16 26 “36 46 56

z=1c,C,C,C,cl.[a,a_a a, a]=[40005000000][-0.01-0.03

a .
17 27 37 47 57

0.450.7 -1/25] = -40-150+0+0+0 = -190

%=[%(aCs%(ﬂ.hwa%a”%S%J=[4OOOSOOOO()OL[OO()O-1]=
0+0+0+0+0=0

Z=1c, ¢ c,c ¢l la,a,a,a, a,] =[4000 5000 00 01[ 0.30 0.10

19 29 39 49 59

3.51-1/5]=-1200+500+0+0+0=-700
Ahora desarrollamos el Costo de oportunidad .

1.=cz,= 5000-(5000)= 0

1,=c,-z,= 4000-4000= 0
T,=Cc-z=0-0=0
T,=c,-z,= 0-(-700)=700
r.=c-z= 0-0=0

r.=c-z=0-0=0



Prueba de factibilidad:

Verificacion de que las
soluciones cumplen con las
restricciones del problema,
asegurando que sean
factibles.

Bi =Bi/a.. paraa_>0
1] ij

Etapa lI:

Fase posterior del
método simplex donde
se optimiza la funcién
objetivo una vez que las
variables artificiales han

sido eliminadas.

Investigacién de Operaciones |

Ti=c -z = 0-(-190)=190
r=c-z=-G-0=-G
Yy=c,-z,=- G-700 =- G -700

El mayor valor positivo es 700 por lo que la variable que entra

eslas,

Ahora realizaremos la Prueba de Factibilidad

2,= b /a =negativo

@,=b/a =4.05/.1=40.5

@,=1/a =89.25/3.5=25.5

P.=1 /a,=65.5/1= 65.25

@.=b/a_= negativo

El menor valor es 25.5, por lo que la variable que sale es s,. Es

la nueva variable no basica.

En la tabla 12 (Tabla Simplex 4), hemos obtenido el propdsito
inicial que era el de convertir las variables artificiales k y k, en

no basicas. Y cumplimos la primera Etapa | de obtener m1=4.05
y m2=1.35. ubicadas ya dentro de un vértice de regidn factible.
Ahora continuaremos con el proceso de algoritmo simplex
normalmente, hasta hallar el vértice con la méxima utilidad.

Etapa ll

"En la Etapa |, se introducen variables artificiales para garantizar
un

punto inicial factible, mientras que en la Etapa Il se optimiza

directamente sobre la regidn factible" (Bazaraa, Jarvis &
Sherali,

2011).

Segun Eppen,Gould y Schmidt: “Iniciamos por lo tanto la Etapa
Il'y aplicamos el método de Gauss a la Gréfico 3.h. (Tabla
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costos indirectos

reflejan cudnto se reduce la
capacidad de los recursos
disponibles al intentar
producir mas de una
variable no basica. Este
valor es parte del calculo
de los costos de
oportntmidad

Simplex 4)" (1993). Tal y como lo hicimos anteriormente,
obteniendo la Gréfico 3.i.(Tabla simplex 5).

Grafico 3.i.

Investigacién de Operaciones |

Tabla Simplex 5
Coefici
ente
Basices
y
No | 50|40 . . -G
Coefici | Vari | Basicoz | 00 | 00 Re
Prueba
ente able ax .
) C factibilidad
Bagco | Ras ] =0 p
C e [ Vanau '
es Bl
Basicas
¥y | m2 Sy |58 | %
No
Basicas
03/ - 315
4000 M2 0 |1 i 027 9
35 027
5000 M1 1 |0 0.1/ 037 037 | 15|35
35
) 13. - 25. | negativo
0 S, oo i 097 |
5 097 5
0 S, 0|0 173 47 47 | 40 | 851
5
' 11 12.5/ ]
0 S, oo . ) 125/ | 55| 315
7.5 875 _
875
50 | 40
7 200 -100 -200
g 00 | 00
. 43
Prusba Optimalidad - - G
C -7 0|0 100 50
i 4 200 =200 .

Fuente: Gréfico segun Eppen,Gould y Schmidt. 1993, p. 246.

Comenzamos a desarrollar las pruebas de Optimalidad vy

Factibilidad a la Gréfica 3.i.(Tabla simplex5).
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Prueba de optimalidad:

Evaluacion que determina
si la solucién actual es
Optima, Se calculan al
restar la "ganancia por
unidad" de los costos
indirectos (o reduccidon
indirecta). Esto permite
evaluar si es beneficioso o
no incluir una variable no
basica en la solucién
actual. basada en los
costos reducidos
Netos=Costos de
oportunidad=

Cj - ZJ ='|'j

Investigacién de Operaciones |

z=I[c,c c c clla a a a a ]=[40005000000][0100

2 1 4 6 3 1 21 31 41

0]=-0+5000+0+0+0=5000

z=c

c CCC a a_a, a]= [40005000000].[10000

21 4 6 3]' [au 22 732

] =4000+0+0+0+0 = 4000

z=[c,c cccla a, a a a]=[40005000000]L[0000-1]

2 1 4 6 3 13 23 33 43

= 0+0+0+0+0=0

z=|c

=0

¢, c,c,c)la, o a,a, a]=[40005000000L[00100]

21 4 6 14 24 34 4

ZS=[CCCCC].[a a_a_a

¢ cc.clla,a a a, a]=[40005000000].[0.3/3.5-
0.1/3.5 1/3.5 -1/3.5 1/17.5] = 200

z=lc,c c,c c) [a, a, a,a, a] =[40005000000L.[0000 -

2 1 4 6

11=0+0+0+0+0=0

%=[c,c c,c.cl [a, a a a_ a]=[4000500000O0][0.2/7

2 1 4 6 3 17 27 37 47

0.3/7 -0.9/7 -4/7 12.5/875-1] =100

%=[c,c c c clla a a a a]=[40005000000][0000-1]

21 4 6 18 28 38 48 58

z,= [Cz ¢ G C3]. [aw B39 P39 M9 P59 ]=[4000 500000 0][ -0.2/7 0.3/7
0.9/7 4/7 -12.5/8755]=--200

Ahora desarrollamos el Costo de oportunidad ..
T,=c-z=5000-(5000)=0
1,=c,-z,= 4000-4000= 0

T,=C,Z = 0-0=0

T,=C-2.= 0-200=-200

T,=CZ = 0-0=0
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Prueba de factibilidad:

Verificacion de que las
soluciones cumplen con las
restricciones del problema,
asegurando que sean
factibles.

Bi =Bi a_ paraa_ >0
1 ij

Investigacién de Operaciones |

T7=C7-Z7= 0-(-100)=100
T,=C Z= - G +0=-G
T9=C9—Z9= -G -(-200) =- G +200

El mayor valor positivo es 100 por lo que la variable que entra
eslas.

Ahora realizaremos la Prueba de Factibilidad

@,=1b/a =9/(0.2/7)=315
2,=b,/a = 1.5/(0.3/7)=35
@,=»/a_= negativo

Pi=1 /a_=40/4.7=8.51
@.=b/a_=4.5/(12.5/875)=315

El menor valor es 40/4.7, por lo que la variable que sale es s_. Es

la nueva variable no bésica.

Aplicamos el método de Gauss a la Gréfico 3.i. (Tabla Simplex
5), tal y como lo hicimos anteriormente, obteniendo la Grafico
3.j. (Tabla simplex 6).
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Investigacién de Operaciones |

Grafico 3.j.
Tabla Simplex 6
Coefic
ents -
Coefici | Varia | Basicos | 50 | 20 | o | o | o o o| - |G Prusba
enta ble ¥ 00 | oo G Recu | factibili
Basico Basic No 50 dad
<, a Basicos B, >,
c,
ariabl
es i | a2 | S Sif Si | os, | S| Ky K,
Basicas
v
No
Basicas
2000 M2 0 1 [o]of o - o| o] o 7
0.0
5000 M1 1 o oo - oo|o|o| o a5
0. 75
os
[ 5, 0 0 o 1] o - c|lof| o 16.5
35 | 02
25
[ S, 0 0 oo - 17 1o - 70
0. s 1
5
0 S, ) o |1|e|o |[oo|o]|-]|o 65
os | 25 1
Z, 50| 20| o|o|15|175| 0o| o o] sose
0o | oo 0 0
Prueba OptimalidadC, —Z 0 o oo - - ol -] -
15 | 175 G| G
0

Fuente: Gréfico segun Eppen,Gould y Schmidt. 1993, p. 246.

Al no tener un costo positivo. Indica que ya no podremos tener
una mayor ganancia. Por lo que este es el valor optimo. Y aqui
paramos el algoritmo simplex.

El resultado nos da una utilidad éptima de $50500, con una
produccion de: 7 molinos de bolam2y de 4.5 Molinos Chilenos
M1, mensualmente.

Es el mismo resultado que obtuvimos en la Solucién Gréfica
desarrollada en el tema 2.

En esta solucién gréfica, se detalla las dos Etapas para hallar la
solucién o6ptima con variables artificiales. En la Etapa | se
desarrolla un proceso en el que el uso de una penalizacién por
un valor G, garantiza que mientras nos movamos fuera de la
region factible, el resultado de la funcidén objetivo siempre
estard marcado por este valor de G. Se observa que cuando
termina esta Etapa | y pasa a la Etapa ll, ingresamos a un vértice
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de la regidn factible y desaparecen los valores penalizados con
G. Enseguida procedemos normalmente en esta region factible
a recorrer vértice tras vértice, hasta encontrar el valor éptimo.
Tal y como se indica en el Gréfico 3.k.

Grafico 3.k.

Solucién optima

Fuente: Grafico elaborado usando GEOGEBRA

Los valores obtenidos en la regién no factible son dados por la
Etapa |. Como se observa en la tabla 36.

Tabla 36. Valor del recorrido Etapa | y Etapalll.

PUNTO | Coordenada Coordenada Valor de Ia
x(M1) y(M1) funcion obj(2)

O 0 0 0-140G

C 3,75 1,25 23750-10G

G 4,05 1,35 25650

K 1,5 9.0 43500

J 4,5 7,0 50500

Fuente: Tabla elaboracién propia

De acuerdo con (Daniel Izquierdo Granja & Juan José Ruiz Ruiz,
2006) las siguientes soluciones se pueden dar:

Soluciéon éptima: cuando se cumple la condicion de
parada y no hay variables artificiales en la base con valor
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positivo (los valores se indican en la columna Coeficiente
Bésico ©), se ha conseguido la optimizacién. El valor 8 , actual
es la solucién optima del problema, cumpliéndose para las
variables que se encuentran en la base. Si se trata de un
problema de minimizacién, el valor éptimo obtenido se
multiplicard por "1".

Infinitas soluciones: cumplida la condiciéon de
parada, si alguna variable de decisidon no basica tiene un valor
0 en la fila T, significa que existe otra solucién que aporta el
mismo valor éptimo para la funcién objetivo. Es este caso el
problema admite infinitas soluciones, estando todas ellas
comprendidas dentro del segmento (o porcién del plano,
regién del espacio, etc. dependiendo del nimero de variables
del problema) definido por A-X1 + B-X2 = . Mediante una
nueva iteracion y haciendo que la variable de decision 5 entre

en la base obteniendo otra solucién diferente para el mismo
valor éptimo.

Solucién ilimitada (no acotada): si toda la columna
de la variable que entra a base tiene todos sus elementos
negativos o nulos se trata de problema no acotado, es decir,
que tiene solucién ilimitada. No hay valor 6ptimo concreto para
la funcién objetivo, sino que a medida que se aumenta el valor
de las variables también se incrementa el valor Ti sin violar
ninguna restriccion.

No existe solucion: cuando ningln punto satisface
todas las restricciones del problema se produce la
infactibilidad no existiendo ninguna solucién posible para él.
En este caso, una vez terminadas todas las iteraciones del
algoritmo, existen en la base variables artificiales cuyo valor es
superior a cero.

Empate de variable entrante: cuando se produce un
empate en la condicién de decision de la variable entrante se
puede optar por cualquiera de ellas sin que esto afecte a la
solucién final. Por contra si influye en el nimero de iteraciones
necesarias para obtener dicha solucion. Se aconseja optar a
favor de las variables basicas ya que ellas son las que formaran
parte de la solucién éptima.

Empate de variable saliente: se puede nuevamente
optar por cualquiera de ellas. Sin embargo, a fin de no alargar
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el problema y evitar la entrada en un bucle infinito (caso
degenerado), se discrimina a favor de las variables de decisién
haciendo que permanezcan en la base. En el caso de estar en
la primera Etapa del método de las Dos Etapas, se optara por
sacar de la base las variables artificiales.

Curiosidad en la Etapa 1: al finalizar la Etapa 1, si el
problema original tiene solucién, todas las variables artificiales
en la fila indicadora deben tener el valor "1".

¢El elemento pivote puede ser nulo?: Para Daniel
Izquierdo Granja & Juan José Ruiz Ruiz: “No, el elemento pivote
siempre sera estrictamente positivo ya que uUnicamente se
realizan los cocientes entre valores no negativos y mayores que
cero (ante un problema de maximizacién” (2006).

4.6.-CONCLUSIONES

El andlisis realizado demuestra que se han cumplido los
objetivos planteados en relacidén con el método Simplex y su
aplicacion en programacion lineal. Se comprendid el paso de
la solucién gréfica a la solucién algebraica, destacando cémo
el método Simplex permite evaluar soluciones factibles basicas
en los vértices de la regién factible mediante un procedimiento
algebraico iterativo. Asimismo, se logré desarrollar la Tabla
Simplex del sistema candnico de ecuaciones, organizando de
manera estructurada las restricciones y variables del modelo
matematico para facilitar el proceso de optimizacién.

Durante cada iteracién, se realizé la prueba de optimalidad y
factibilidad, avanzando hacia la solucién éptima del problema.
Ademas, se entendid el papel de las variables artificiales en la
Etapa |, las cuales garantizan un punto inicial dentro de una
regién factible, y como en la Etapa Il se optimiza directamente
sobre la regidn factible original, asegurando la obtencién del
valor 6ptimo. Este enfoque iterativo y estructurado confirma la
robustez y eficacia del método Simplex para resolver
problemas de optimizacién.

Por ultimo, se destacd la utilidad de herramientas tecnoldgicas
como "Operational Research", una aplicacion gratuita
disponible para dispositivos Android, que facilita el aprendizaje
y la aplicacién del método Simplex de forma didactica y
accesible. En conclusién, se logré cumplir con todos los
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objetivos propuestos, proporcionando un entendimiento
integral del método y su aplicacién practica.

4.7.-APENDICE Operational Research

El siguiente es el procedimiento del uso de Operational
Research:

1.-Activar el icono correspondiente a Programacion Lineal.

=  Operational Research :

Assignment Problem

Transportation Problem Activar icono

programacion
lineal

Linear Programming

Sequencing Problem

Game Theory

n - ne
Hil@&EO

2.-Ingresar el modelo matemaético a ser resuelto.
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FUNCION OBJETIVO MAXIMIZAR
M1y M2: 2 variables

5 ecuaciones de restriccion

Z(Max) = 5000M1 +4000M2 = UTILIDAD

L MI+M225

2. M1-3M2<0

3. 10M1+15M2<150

4. 20M1+10M2 < 160

5. 30M1+10M2 2> 135

Investigacién de Operaciones |

=  Linear Program... X £DH i
Type : (® Maximize () Minimize
Variables: 2 —@
Constrains: 5 ~———@
5000 4000 =Z

1 1 >= 5

1 -3 <= 0

10 15 <= 150

20 10 <= 160

30 10 >= 135

CALCULATE

VIEW ALL STEPS

Nive

3.Activar solucién paso por paso

Type : @) Maximize () Minimize

Variables: 2 —@
Constrains: 5 —————@

5000 4000 =Z
1 1 = 5
18 e _o0
10 15 <= 150
20 10 <= 160
30 10 >= 135

|
CALCULATE
VIEW ALL STEPS

Activar icono
Solucién paso
por paso

v

4 -Revisar la solucién paso a paso. Primero la Fase 1-con sus

variables artificiales A1 y A5. Se describen las variables de

holgura S1 S2 S3 S4 S5, se calculan los costos indirectos z, y los
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costos de oportunidad c-z, con el cual se hace el anélisis de la
prueba de optimalidad, y la columna donde se realiza la prueba
de factibilidad, la cual arroja la celda pivote, marcada como una
celda en color magenta. Y la celda marcada con Z, dando el

valor de la funcién objetivo en ese vértice.

= Linear Programming

Variables
Iteration: artificiales
. c 4000 0 0 0 0 0 -M -M /
Celda pivote 2000 l
Var[ X1 X2 S1 S2 S3 S4 S5 Al A5
1 .
Al 1190 0 0 0 1 0]5 5 Prueba de
0 |1 3 0 1 0 0 0 0 0o o timalidad
Prueba d 0 S3;mw 15 0 0 1 0 0 0 0|15 15 optimalida
rueba de 0 s4/20 10 0 0 0 1 0 0 0 |160 8
optimalidad M A5[30 10 0 0 0 0 -1 0 1[135 92
Z[3WM1M M 0 0 0 M M -M|z= 14am
Z["eT-M 00 0 oM 0 0|

key column :- 3
key row - 4

key element - 1

Iteration:

5.- Siguiente interaccidén, como se estd maximizando, en la
prueba de optimalidad. Todavia hay variables basicas

artificiales, por lo tanto, permanece en la Etapa 1.
Linear Programming

ey element -

Iteration:

C |S0004000 0 0 0 0 0 -M -M
Var[ X1 X2 S1 S2 S3 S4 S5 A1 A5

M Aol 9 o0 0 1 0[5 54
5000 X1 | 1 v v]0|ofo|0|0]olo
0 s3/0 45 0 10 1 0 0 0 o0 [15010/3
Variable N‘Sfi 0 70 0 20 0 1 0 0 0 |16016/7
basica artificial M A5]/0 100 0 -30 0 0 -1 0 1 [135272
T iz 50005 M %" 0 0 M M -M|Z=
cz| 0 " M 0 0 M 0 0

key column - 4

key row -3

key element :- 4

6.-Siguiente iteracidn, todavia la variable artificial es basica.
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Iteration:
C [50004000 0 © 0 0 -M -M
var| X1 X2 S1 S2 S3 S4 S5 Al A5
4000 X2 0 1 -1/4-17/4 0 0 0 1/4 0 |54 -5
5000 X1 1 0 -3/41/4 0 0 0 3/4 0 [154 -5
0 S3| 0 0 45454 1 0 0 -45/4 0 [375425/3
0 S4|0 0 352-52 0 1 0 -35/2 0 |145229/7
M A5 0 o0f25 5 0 0 -1 -25 1|10 2/5
Z [50004000 %% s0sm 0 0 0 M B M |z= B
CZ| 0 0 "5am 0 0 -M VS® 0

key column - 5

key row :-

7

key element :- 25

Iteration:

7.-La Etapa 1 termind, ya no hay variables artificiales basicas, se

comienza con la fase 2, en la que se halla la solucidn

normalmente, hasta que la prueba de factibilidad de solo

valores negativos. Ahi terminan todas las iteraciones.

Linear Programming

0o

Iteration:
C |50004000 O 0 0 0 0] -M -M
Var | X1 X2 s1 S2 S3 sS4 S5 A1 A5
4000 X2 0 1 0 [3/10, O 0 -1/7700 0O 1/100|27/20 -9/2
5000 X1 1 0 0 |1/10{ O 0O -3/71700 0O 3/100|81/20 81/2
0 s3 0 0 0O e 1 0 9/20 0 -9/20|357/4 51/2
0 S4 0 0] 0 1 6] 1 7/170 0 -7/10|131/2131/2
0 S1 0 0 1 -1/5| 0 0 -1/25 -1 1/25|2/5 -2
Z |50004000 0 -700 O 0 -190 O 190 | Z = 25650
c-z 0 0 0 700 O 0 190 -M -190m

key column :- 6

key row :-

5

key element :- 7/2

Iteration:

8.-La prueba termina con todos los valores de los costos de

oportunidad c-z, negativos, o cero.
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key element 7/2

Iteration

Linear Programming S

Investigacién de Operaciones |

0 S4 0 0 0

70

s

key column - 9
Key row - 6

key element a/7

Iteration

Variable

basica artificial T v

Q

( 0
4] 9Q/7
{ Q0

1 Q 1

Solution

X1 =9/2(4.5)
X2=7(7.0)

Z =50500.0

( 0
( M

9.- El algoritmo simplex es una herramienta fundamental en la

programacién lineal para optimizar funciones objetivo-sujetas

a restricciones. En este caso, el seguimiento detallado de las

tablasy su comparacién con los valores obtenidos previamente

permite comprender mejor cémo funciona el método. Sin

embargo, cabe destacar que el proceso de Gauss-Jordan,
necesario para realizar el cambio de vértice, no esté incluido en

este proceso.
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4.8.-CUESTIONARIO

10.

11.

12.

4.8.1-VERDADERO-FALSO

Cualquier vértice de la regién factible, corresponde a
una solucidn bésica. (V) (F)

Habrd mas de un grupo de variables basicas en un
vértice de una region factible. (V) (F)

En la tabla Simplex cada fila representa una restriccién.
(V) (F)

En la tabla simplex, en un modelo de maximizacién el
reglén Zj da la pérdida de utilidad. (V) (F)

Una de las diferencias entre un problema de
maximizacién y uno de minimizacién es la aplicacion del
criterio de factibilidad. (V) (F)

Tendremos una degeneracion en el sistema de
ecuaciones de PL si se dan resultados iguales en los
indices de la regla de entrada. (V) (F)

El transformar las desigualdades en igualdades
agregando variables de holgura corresponde al primer
paso del método simplex. (V) (F)

Al escoger la variable que da el mayor valor al dividir el
Bi entre los coeficientes Aij de la columna que ingresa
encontramos la variable que sale. (V) (F)

La celda que resulta del cruce de la columna que entra 'y
la fila que sale corresponde al elemento pivote. (V) (F)
Si el modelo involucra restricciones de < se utilizardn
variables artificiales Kj. (V) (F)

Si el modelo son mecanismos de célculo o artilugio
matematico las variables de holgura. (V) (F)

Hallar la solucién de un conjunto de ecuaciones no es

otra cosa que el método simplex. (V) (F)

139



Investigacién de Operaciones |

4.7.2.-OPCION MULTIPLE
1. De las ecuaciones iniciales se observa una solucidn.
a. Se sefala un vértice extremo de la region factible.
b. Seindica un grupo de ecuaciones transformadas.
c. Se muestra una soluciéon basica del sistema de
ecuaciones en la estructura estandar.
d. Todo lo anterior.
2.  El costo de oportunidad se halla como el resultado de
hallar:
a. Elvalor del Z 6ptimo.
b. Costos de oportunidad.
(Vacio).

0

d. Todo lo anterior.
3. La prueba de factibilidad corresponde a hallar:

a. El méximo valor que puede tener la variable que
entra sin salir de la regidn factible.

b. Un vértice extremo de la regidn factible.

c. Un grupo de ecuaciones transformadas.

d. Una soluciéon basica del sistema de ecuaciones en
la estructura estandar.

e. Todo lo anterior.

4.7.3.-EJERCICIOS PROPUESTOS

Aplicando el método simplex

17.- Un trapiche produce melaza y panela en unidades
de 50 kilos. La produccién de melaza més 8 unidades es
mayor o igual que el doble de la produccién de panela.
También se da que la produccién de 36 unidades es
igual o mayor que el triple de la produccion de panela
mas el doble de produccién de melaza. Al salir al
mercado cada unidad de melaza se comercializa en $16

ddlares y cada unidad de panela en $4 délares. Si se
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quiere maximizar ganancia se debe hallar el nimero de
unidades a producir de panela y de melaza

respectivamente.

18.- Un Taller de ropa produce ternos y vestidos de dama, para
producir un terno se requieren 2 m2 de tela de pafno,y 1 m2 de
tela de algodédn, y para sacar un vestido se necesitan 2m2 de
panoy 2 m2 de algoddn, El taller cuenta con 160 ms de tela de
pano y 240 m2 de tela de algoddn, Si los ternos se venden en
$100 délares y los vestidos en $200 ddlares, ;Cual debe ser la

produccién de ternos y vestidos para maximizar el beneficio?

19.- Se desea mezclar dos productos X1y X2, para desarrollar
una dieta para pollos, cuyo contenido minimo de vitaminas
debe ser de 4 mg de vitamina B1, 6 mg de vitamina B2, 60 mg
de vitamina B3, y 4 mg de vitamina B5. El precio por kilo de X1
es de $0.20 ddlares y el de X2 es de $0.30 ddlares. El valor

vitaminico de X1y X2 se da en la siguiente tabla:

B1 B2 B3 BS
X1 2 2 40 4
X2 2 6 15 1

Como se deberia realizar esta mezcla, para minimizar costos.

20.- FERTIAGRO produce dos fertilizantes usando como bases
dos mezclas con la composicién de N, P, Ca, Ceniza indicada
en la siguiente tabla:

N(%) P(%) Ca(%) CENIZA(%)
MEZCLA 1 5 5 10 80
MEZCLA 2 5 10 ) 80

FERTIAGRO dispone de las siguientes cantidades de N, P, Ca 'y
Ceniza a los siguientes precios:
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N(%) P(%) Ca(%) | CENIZA(%)
Cantidad 1100 1800 2000 ilimitada
(Ton)
Precio($/Ton) | $2000 $800 $1600 $100

FERTIAGRO, saca al mercado la Mezcla 1 a un precio de $715
la tonelada, y la mezcla 2 a $690 la tonelada, ;Cémo debe
realizar las mezclas FERTIAGRO, para obtener la maxima
ganancia?

21.- Productos DELAURY necesita un préstamo de $1000000
de ddlares para modernizar maquinaria, en el mercado de
capitales a encontrado dos fuentes de préstamo, con las
siguientes condiciones:

PUNTO 1 PUNTO 2 PUNTO 3
FUENTE 1($) | 700000 200000 4800000
FUENTE 2($) | 250000 250000 1250000

El interés de oportunidad de DELAURY es de 0.22.

Los socios de DELAURY imponen las siguientes condiciones de

pago:
PUNTO 1 PUNTO 2 PUNTO 3
DELAURY(Maximo | 400000 2000000 900000
pago)

Buscar la manera de optimizar el préstamo a las dos fuentes sin
exceder las restricciones.

22.- Jorge Castro tiene para invertir $1000000. Quiere realizar
inversiones en dos tipos de bonos B1y B2. Los B1 tienen més
riesgo, pero dan 15% de beneficio, y las B2 son menos
arriesgadas, pero solo dan el 8%. Jorge decide entonces
invertir maximo $600000 en B1, y como minimo $400000 en
B2, también desea que lo realizado en B1 sea por lo menos lo
mismo que la inversién en B2? Cémo deberia invertir para que
SuU ganancia se maximice.
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4.9.-GLOSARIO

Aqui tienes el glosario extendido con el formato solicitado: sin
numeracién, sin negritas en las descripciones y resaltando
Unicamente los términos principales.

GLOSARIO DE TERMINOS - METODO SIMPLEX Y
OPTIMIZACION

Celda pivote Interseccion de la columna y fila pivote en la tabla
simplex, utilizada para realizar la iteracién.

Coeficiente de la funcion objetivo Valor asociado a cada
variable en la funcién objetivo que indica su contribucién a la
utilidad o costo total.

Columna pivote Columna seleccionada en la tabla simplex
que representa la variable que entra al conjunto de variables
basicas.

Condiciéon de no degeneracion Requisito de que el nimero
de variables de decisién sea igual al nimero de ecuaciones de
restriccién para garantizar que el sistema de ecuaciones sea
resoluble.

Condiciéon de parada Situacion en la que se detiene el
algoritmo simplex porque se ha alcanzado la solucién éptima o
se ha determinado que no existe solucién.

Costo reducido neto ([Cj - Zj]) Diferencia entre el coeficiente
de la funcidén objetivo y la contribucién de las variables basicas,
utilizada para determinar la variable que entra al conjunto
béasico.

Costos de oportunidad Valores que representan la ganancia o

pérdida al asignar recursos a una actividad en lugar de otra.

Costos marginales Incremento en el costo total asociado con
la produccién de una unidad adicional de un producto.

Cuadrante no negativo Sector noreste del sistema
coordenado bidimensional en el que ambas variables tienen
valores no negativos.
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Decision factible Decision que satisface todas las restricciones
de un modelo, incluyendo las condiciones de no negatividad.
Factible significa valida o permisible.

Decision éptima Conjunto de valores factibles para una
decision que optimizan la funciéon objetivo en un modelo de
optimizacion.

Degeneracion Situacién en la que una variable basica toma el
valor cero en la solucién éptima.

Elemento pivote Valor de la tabla simplex que se utiliza para
realizar las operaciones de eliminacién gaussiana y transformar
el sistema de ecuaciones.

Empate de variable entrante Situacién en la que varias
variables cumplen con la condicién para entrar a la base; se
recomienda seleccionar las variables basicas para evitar
iteraciones adicionales.

Empate de variable saliente Situacion en la que varias
variables cumplen con la condicion para salir de la base; se
recomienda priorizar las variables de decision para evitar ciclos
infinitos.

Etapa | Fase inicial del método de las dos etapas donde se
busca eliminar las variables artificiales y encontrar una solucién
inicial dentro de la regién factible.

Etapa Il Fase posterior del método simplex donde se optimiza
la funcién objetivo una vez que las variables artificiales han sido
eliminadas.

Excedente Cantidad por la cual el lado izquierdo de una
restriccion >=, cuando es evaluada en condiciones de
optimalidad, excede al lado derecho. El excedente siempre es
no negativo.

Factibilidad Prueba que asegura que las soluciones
propuestas se encuentren dentro de la region factible, es decir,
que cumplan con todas las restricciones del problema.

Fila pivote Fila seleccionada en la tabla simplex que
representa la variable que sale del conjunto de variables
basicas.
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Funcion lineal Funcién en la cual cada una de las variables
aparece en un término individual. No hay potencias que no
sean 1y no existen expresiones logaritmicas, exponenciales o
trigonomeétricas.

Funcion objetivo Expresién matemética que se busca
maximizar o minimizar en un problema de programacién lineal.

Gauss-Jordan Método algebraico utilizado para transformar la
tabla simplex a su forma estandar después de cada iteracidn.

Holgura Cantidad por la cual el valor del lado izquierdo de una
restriccién <=, cuando es evaluado en el punto éptimo, es
menor que el valor del lado derecho. La holgura siempre es no
negativa.

Infinitas soluciones Caso en el que existen mdultiples
soluciones dptimas para el problema, todas ellas equivalentes
en términos de valor de la funcidn objetivo.

Iteracion Proceso repetitivo en el método simplex para
desplazarse entre los vértices de la region factible hasta
encontrar la solucién éptima.

Medida de desempeiio (funcion objetivo) Variable
enddégena que permite determinar hasta qué punto ha
alcanzado sus metas un modelo.

Método de resoluciéon grafica Anélisis geométrico
bidimensional de modelos PL con dos variables de decisidn.

Método grafico Procedimiento visual para resolver problemas
de programacién lineal con dos variables de decision,
evaluando los vértices de la region factible.

Método simplex Algoritmo iterativo para resolver problemas
de programacion lineal con més de dos variables de decisidn,
basado en transformaciones sucesivas del sistema de
ecuaciones.

Modelo analitico de PL Representacion algebraica de un
problema de PL.

Modelo de optimizacion con restricciones Modelo cuyo
objetivo es encontrar valores para las variables de decisién que
optimicen una funcién objetivo sujeta a restricciones.

145



Investigacién de Operaciones |

No existe soluciéon Caso en el que no es posible satisfacer
todas las restricciones del problema, resultando en un sistema
infactible.

Optimalidad Prueba que permite determinar si es posible
continuar maximizando la utilidad o minimizando los costos al
desplazarse al siguiente vértice en el espacio de soluciones
factibles.

Optimizar Maximizar o minimizar una funcién objetivo.

Parametros de optimizacion Valores que determinan las
condiciones bajo las cuales se optimiza la funciéon objetivo,
como los costos de oportunidad y las restricciones.

Penalizacion Proceso de asignar un coeficiente muy grande
(IM]) a las variables artificiales en la funcién objetivo para
garantizar que sean eliminadas del sistema en las iteraciones.

Precios sombra / Precios duales Valores que indican cuanto
aumentaria la utilidad al incrementar en una unidad la
disponibilidad de un recurso.

Prueba de factibilidad Verificacion de que las soluciones
cumplen con las restricciones del problema, asegurando que
sean factibles.

Prueba de optimalidad Evaluacion que determina si la

solucién actual es dptima, basada en los costos reducidos netos
(Cj - Zi].

Problema sin solucién Caso en el que una variable artificial
permanece en la solucién éptima, indicando que el problema
no tiene solucion factible.

Reduccion indirecta Representa la disminucion en la
capacidad de los recursos al seguir produciendo.

Regién factible Conjunto de combinaciones de valores de las
variables de decisién que satisfacen las condiciones de no
negatividad y todas las restricciones simultdneamente.

Restriccion Desigualdad matemética o igualdad que debera
ser satisfecha por las variables del modelo.

Restriccion activa u obligatoria Restriccion para la cual la
evaluacién de la funcion de restriccidn es igual al valor de su
correspondiente lado derecho.

146



Investigacién de Operaciones |

Restriccion de desigualdad Restriccion por la cual se requiere
que alguna funcién de las variables de decision de un modelo
sea >= (mayor o igual) o <= (menor o igual) que una constante.

Restriccion de igualdad Restriccidn que requiere que alguna
funcién de las variables de decisién de un modelo sea igual a
una constante.

Sistema de ecuaciones transformable Sistema de ecuaciones
que cambia progresivamente en cada iteracion del método
simplex sin alterar su estructura.

Solucién algebraica Procedimiento analitico, como el método
simplex, que permite resolver problemas de programacién
lineal con més de dos variables.

Solucion factible La que satisface las condiciones de no
negatividad y todas las restricciones. Graficamente, estan en
correspondencia con los puntos de la regién factible.

Solucién grafica Método utilizado para resolver problemas de
programacion lineal con dos variables, identificando la
solucion éptima en uno de los vértices de la regidn factible.

Solucién ilimitada Situacién en la que las iteraciones no se
detienen, indicando que el problema tiene soluciones infinitas.

Soluciones multiples Caso en el que la tabla simplex presenta
una variable no basica con [Cj - Zj = 0], indicando la existencia
de mas de una solucién éptima.

Solver y LINGO Programas computacionales utilizados para
resolver problemas de optimizacién mediante el algoritmo
simplex.

Tabla de datos Tabulacion sisteméatica de los valores
correspondientes a una medida de desempefio y/o variable de
consecuencias.

Tabla Simplex Representacién tabular utilizada en el método
simplex para realizar iteraciones y evaluar soluciones factibles
basicas.

Tasa de sustitucion Relacion entre la disponibilidad de
recursos y la variable que entra al conjunto basico, utilizada
para calcular el pardmetro de factibilidad.
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Valor objetivo éptimo (VO) Valor éptimo de la funcidon
objetivo; es decir, el valor que asume la funcién objetivo
cuando es evaluada en la solucién éptima.

Variable de decisién Variable exdgena cuyo valor esta bajo el
control de la persona a cargo de tomar las decisiones y es
determinado por ella.

Variable de excedente Variable restada a una restriccion para
convertir una desigualdad en una igualdad, representando
recursos excedentes.

Variable de holgura Variable afiadida a una restriccion para
convertir una desigualdad en una igualdad, representando
recursos sobrantes.

Variables artificiales Variables introducidas en la Etapa | del
método simplex para garantizar un punto inicial dentro de la
regién factible.

Variables basicas Variables que tienen un valor distinto de
cero en una solucién baésica.

Variables no basicas Variables que tienen un valor igual a cero
en una soluciéon basica.

Vértice Punto extremo de la region factible donde se evaltan
las posibles soluciones en el método grafico o simplex.

Z 6ptimo Valor éptimo de la funcién objetivo alcanzado al
finalizar el método simplex.
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CAPITULO 5. SOFTWARE PROGRAMACION
LINEAL
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OPTIMIZACION DE RUTAS Y
LOGISTICA

Problema: Planificacion de rutas
de transporte para minimizar
costos de envio, tiempos de
entrega o distancias recorridas.

COMPANIAS:

Amazon: Utiliza programacion
lineal para optimizar la entrega
de paquetes en su red de
transporte global, maximizando
la eficiencia de sus centros de
distribucion.

DHL: Aplica modelos de
programacion lineal para
planificar rutas de transporte
aéreo y terrestre, reduciendo
costos operativos y emisiones de
carbono.

SOFTWARE UTILIZADO

IBM ILOG CPLEX Optimization
Studio

Sitio web:
https://www.ibm.com

Descripcion: Es uno de los
softwares mds populares para
resolver problemas de
programacion lineal,
programacién  entera  mixta
(MILP), programacion cuadratica
y otros problemas de
optimizacion.
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TEMA 5. SOLUCION PROGRAMACION LINEAL

CON
SOFTWARE SOLVER- LINGO
5.1.-OBJETIVOS

-Ingresar informacién de los modelos de programacion lineal,
a los paquetes informaticos, SOLVER y LINGO.

-Interpretar las soluciones entregadas por los paquetes
informéaticos SOLVER y LINGO.

5.2.-INTRODUCCION

El modelo matemético, desarrollado para el problema de
programacién lineal, ha sido solucionado gréaficamente, y
después se ha dado el salto hacia la solucién algebraica, que
permitié la creacién del algoritmo simplex, este proceso
gracias a los avances de los sistemas computacionales ha
promovido la creacion de un mercado muy grande, de
paquetes informaticos. La solucion dada con Operational
Research, tiene caracteristicas didacticas, lo maximo que
puede resolver son sistemas de 10 variables de decisién y 10
ecuaciones de restriccion. La solucién con SOLVER de Excel
puede manejar 200 variables de decisién y 200 ecuaciones de
restriccién. Pero para soluciones que manejen bases de datos
nacionales e internacionales de cientos de miles de variables,
el mercado es disputado fuertemente por desarrolladores
privados y con sistemas pagados a la orden del cliente.

Dos de los paquetes a los cuales tienen acceso los docentes y
alumnos con mayor facilidad y economia, son SOLVER de Excel
y LINGO. Los dos pueden ser descargados facilmente por los
que poseen Microsoft Office, y LINGO se puede descargar una
versiéon estudiantil en la pagina web de LINGO.ORG.

Se aprenderd a ingresar la informacién a cada uno de los
paquetes referenciados, y se verificaran los resultados con los
otros
prototipicos.

procedimientos ya realizados con los ejercicios
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Walmart

GESTION DE INVENTARIOS

Problema: Determinar la
cantidad 6ptima de productos
que deben mantenerse en
inventario para satisfacer |Ia
demanda mientras se minimizan
los costos de almacenamiento.

Compainiias:

Walmart: Utiliza programacion
lineal para gestionar inventarios
en sus tiendas y centros de
distribucidn, asegurando que los
productos estén disponibles
cuando se necesitan sin incurrir
en costos excesivos.

Procter & Gamble: Implementa
modelos de PL para optimizar la
produccién y el inventario de
bienes de consumo en funcién de
la demanda proyectada.

SOFTWARE UTILIZADO

LINDO, Excel Solver, Python
(PuLP, Pyomo)

Descripcion: Herramienta
accesible y ampliamente
disponible que incluye un
complemento llamado "Solver",
util para resolver problemas
basicos de programacion lineal y
entera.

Usos:

Pequefias y medianas empresas
lo usan para problemas simples
de inventario, asignacion de
recursos y planificacion.

Empresas grandes también lo
usan para andlisis preliminares o
problemas de menor escala.
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5.3.-DESARROLLO
5.3.1.- SOLVER-EXCEL

REGLAS PARA LA CONSTRUCCION DE MODELOS DE
PL EN HOJAS DE CALCULO

De acuerdo con J.H. Moore & L.R. Weatherford: “Un resultado
importante del desarrollo de un modelo en hojas de célculo de
Excel es que todos los coeficientes fundamentales del modelo
estan contenidos en celdas que pueden reubicarse de forma
sencilla sin tener que editar ninguna de las férmulas” (2000).

La férmula de la funcion objetivo aparece en una celda de la
misma fila. También, la asociacidn de las variables de decisidon
y las restricciones nos deja usar el comando copiar para repetir
formulas a través de las celdas, como en el caso de los totales
de las funciones de restriccién del Lado Izquierdo (LI). Cada
variable de decision se destina a una columna por separado y
cada restriccion a una fila individual de la hoja de célculo.

En las filas de las restricciones, las celdas del lado derecho (LD)
deben ser constantes o férmulas en las que no estén las
variables de decision.

La distribucidn resultante de la aplicacion de estas reglas se
ilustra en la figura 1.
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Grafico 25.

Distribuciéon en hoja de calculo EXCEL recomendada del
modelo en

PL de MOLINO DE BOLAS

0 UC Id omUDJetivo alor 0DJetIvo (retripucio {

PLAN DE PRODUCCION DE MOLINO CHILENO Y DE BOLAS COI SOLVE

Profug Rotulos
it

Cayft. De prof

argen CORtrib Unit.
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5033
estricciones Variables de Be cision PH Total Ladolzquierdo LadoDerecho Holbura

Depto. A

Depto. B

Requerimiento dg Mezcla
oras de prueb
tal de unidages

omederesoestas! | LLBLE

Fuente: Gréafico obtenido de Excel
Segun J.H. Moore & L.R. Weatherford: procederemos a explicar
el significado de cada uno de los textos de la figura 25 (2000).

Roétulos: Se usan como en una tabla de datos para facilitar la
lectura.

Aclarando lo ingresado en otras entradas de la hoja de célculo
electroénica.

Coeficientes y variables de decision. Estos nimeros en las
celdas

representan los valores numéricos de los coeficientes que son
datos,

denominados también valores de decisidn.
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En el apéndice:

se adjunta un manual para la
instalacion de SOLVER.

PLANIFICACION DE LA PRODUCCION

Problema: Determinar qué
productos fabricar, en qué cantidades
y en qué plantas, maximizando las
ganancias y respetando restricciones
de capacidad y recursos.

Compaiiias:

Toyota: Utiliza programacion lineal
para planificar la produccién de
vehiculos en sus plantas globales,
maximizando la utilizacién de
recursos y minimizando desperdicios.

Nestlé: Aplica modelos de PL para
optimizar la produccién de alimentos
y bebidas, teniendo en cuenta
restricciones de materias primas y
demandas estacionales.

SOFTWARE UTILIZADO

AMPL, MATLAB, Gurobi

Producto principal: AMPL (A
Mathematical Programming
Language).

Servicios:

Lenguaje de modelado para
problemas de optimizacion.

Compatibilidad con solucionadores
como CPLEX y Gurobi.

Sitio web: https://ampl.com
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Férmulas. Otras celdas contienen férmulas. Un modelo de PL
en hojas

de célculo electrénicas, utilizard formulas para expresar la
funcidn

objetivo y las funciones de restriccion. Expresando de esta
manera el

valor numérico de varios coeficientes del modelo.

Por ejemplo, en el ejercicio prototipico 2. La celda debajo del
rotulo  ganancia se usard la formula (=SUMAPRODUCTO
(B3:C3; B6:C6)), en cada celda de la columna Coeficientes
debajo del rotulo lado izquierdo.

Holgura. La celda de holgura es la diferencia entre la funciéon
de

restriccién y el lado derecho, expresado de modo que no sea
negativa.

(=SUMAPRODUCTO(B3:C3;B6:C6))

Después de tener desarrollada la hoja de célculo electrénico
de Excel. Procedemos a ejecutar el paquete SOLVER. eligiendo
el comando “Solver...” del mend Herramientas de Excel.

COMO SE USA SOLVER El paquete suplementario Solver
consiste esencialmente en dos programas. El primero es un
programa de Visual Basic para Excel que traduce el modelo de
la hoja de célculo en una representacion interna utilizada por el
segundo programa. El segundo programa, que reside en la
memoria como mddulo de software independiente, fuera de
Excel, realiza la optimizacion y devuelve la solucién al primero,
para que actualice la hoja de célculo. Ambos se comunican
mediante la interfaz de programacién para aplicaciones de
Microsoft, cuyos detalles no nos interesan aqui. Para J.H. Moore
& L.R. Weatherford,2000; Erica Canizo & Paola Lucero:
“Cuando
Herramientas de Excel, usted ejecuta el primero de esos

selecciona el comando “Solver...” del menu
programas de Solver, el cual prepara la hoja de célculo para
optimizarla y llama al segundo programa, que efectia la

optimizacion” (2002).

SOLVER es un paquete adicional para Excel que emplea un
algoritmo Mateméatico de Programacién llamada “método
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A

ASIGNACION DE PERSONAL Y
RECURSOS

Problema: Asignar empleados o
recursos a diferentes tareas o
proyectos de manera O6ptima,
minimizando costos o maximizando
la productividad.

Compaiiias:

Delta Airlines: Utiliza programacién
lineal para planificar los horarios de
pilotos y tripulacién, respetando
regulaciones laborales y minimizando
costos operativos.

Google: Aplica modelos de PL para
asignar recursos computacionales en
sus centros de datos, maximizando la
eficiencia energética.

SOFTWARE UTILIZADO

SAS Optimization, Gurobi, IBM
CPLEXProducto principal:

Gurobi Optimizer

Descripcién: Software de
optimizacion de alto rendimiento que
resuelve problemas de PL, MILP y
programacion no lineal (NLP).

Usos:

Empresas como Uber y Airbnb lo
utilizan para optimizar precios
dindamicos y asignacion de recursos.

Tesla lo ha aplicado en la gestién de

recursos energéticos y

almacenamiento de baterias.

Optimizacién de precios y
estrategias de mercado
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simplex” usado para optimizar numéricamente los modelos
sujetos a restricciones, como es el caso de los modelos de
Programacién Lineal con los que se logra hallar una solucién
Optima.

Para que SOLVER pueda optimizar un modelo, debe
prepararse éste en una hoja de célculo de la manera ya
indicada. Ademds, debe apegarse a ciertas restricciones
técnicas que este paquete impone a los modelos; y, lo mas
importante, si se quiere interpretar adecuadamente los
resultados de SOLVER, deben entenderse las limitaciones de
los modelos de optimizacion.

Terminada la carga, SOLVER mostrard un cuadro de didlogo
solicitando informacion para el desarrollo del algoritmo de
optimizacion.

Cargadas la celda que contienen la Férmula de la funcidn
objetivo por optimizary las celdas con las variables de decisién,
hacemos clic en el botdn “Resolver” del cuadro de didlogo.

Asumiendo una creacién correcta del modelo de PL en la hoja
de célculo electrénico, SOLVER le mostrard un cuadro de
didlogo de Resultados en el que podremos solicitar informes y
pedir que SOLVER actualice las celdas de decisiéon de su
modelo original con los valores éptimos. SOLVER presentara
cada uno de los informes solicitados en una nueva hoja
electronica de Calculo. Podremos entonces solicitar diversos
andlisis de sensibilidad en la regién adyacente a los resultados
optimos.

Procederemos a ejecutar los ejemplos prototipicos con
SOLVER, veremos todos las etapas descritas anteriormente
paso a paso.

5.3.1.1.-Ejercicio PROTOT/PICO 1.
CAMIONETAS CABINA SENCILLA Y DOBLE

Una compafia ensambladora de camionetas produce dos
modelos, uno de cabina sencillay el otro de doble cabina.

Hay dos lineas de produccién, una para cada modelo, e
intervienen dos departamentos en la produccion de cada
modelo. La capacidad de la linea de producciéon de cabina
sencilla es de 70 camionetas por dia. La capacidad de la linea
de doble cabina es de 50 camionetas doble cabina diarios. En
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el departamento A se arman los chasis. En este departamento,
se requiere una hora de trabajo para cada modelo Cabina
sencilla y dos horas de trabajo para cada Doble cabina. En la
actualidad, puede asignarse un maximo de 120 horas de
trabajo diarias para la produccion de ambos tipos de
camionetas en el departamento A. En el departamento B se
construye la carroceria. Aqui se requiere una hora de trabajo
para cada Cabina sencilla y también una hora para cada
modelo Doble cabina. Actualmente se pueden asignar 90
horas de trabajo al departamento B para la produccién de
ambos modelos. La contribucidn a las ganancias es de 20000 y
10000 ddlares, respectivamente, por cada modelo Cabina
doble y Cabina sencilla. Esta informacion se presenta resumida
en la tabla 1. Si la compafia sabe que podré vender todos los
Camionetas doblesy sencillas que sean capaz de fabricar, jcual
deberd ser el plan de produccién por dia? (es decir, la
produccién diaria) para cada modelo

Intente formular la situacion descrita de Cabina doble y Cabina
sencilla como un modelo de programacién lineal. Escriba el
modelo simbdlico de PL, luego desarrolle el modelo de PL en
una hoja de célculo electrénica y optimicelo después con
SOLVER.

TABLA 37. Informaciéon Cabina sencilla y doble.

Capacidad | Depto | Depto | Ganancia
diaria A B por
Modelo
Cabina 70 1 1 20000
sencilla
Cabina doble 50 2 1 10000
Disponibilidad 120 90
total

Fuente: elaboracion propia

SOLUCION CON EXCEL-SOLVER
-MODELO MATEMATICO
-DATOS

-VARIABLES DE DECISION

c1=Cabina sencilla
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FUNCION OBJETIVO
MAXIMIZAR

Z(Max) = 20000 C1+ 10
= Utilidad

Sujeto A:
Cl1+2C2<120

C1<70

C2<50

C1>0;C2>0

Investigacién de Operaciones |

c2=Cabina doble

,a_ = VARIABLES TECNICAS

a ,a
’ 22

a
11’ 722° "

bbb, b, = RECURSOS

FUNCION OBJETIVO MAXIMIZAR

Z(Max) = 20000 1+ 10000 c2 = Utilidad

Sujeto A:

c1+2c2<120 Restriccion de trabajo departamento A
c1+c2<9 Restriccidon de trabajo departamento B

c1<70 Restriccién de Capacidad de linea de produccién cabina

sencilla

c2<50 Restriccién de Capacidad de linea de produccién cabina

doble
c1>0; c2>0 Restricciones de no negatividad

Establecido el modelo matematico, para poder solucionar con
SOLVER, tenemos que crear la pagina en Excel, ya que esta es
la forma en que SOLVER interpreta los datos de ingreso.
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OPTIMIZACION DEL USO DE
RECURSOS ENERGETICOS

Problema: Minimizar los costos de
generacion de energia mientras se
satisface la demanday se cumplen las
restricciones ambientales.

Compaiiias:

General Electric (GE): Utiliza
programacion lineal para optimizar la
operacion de plantas de energia,
maximizando la  eficiencia vy
reduciendo las emisiones.

Tesla: Aplica modelos de PL para
optimizar el uso de baterias en sus
sistemas de almacenamiento de
energia y para gestionar la carga de
vehiculos eléctricos.

SOFTWARE UTILIZADO SAS Institute

Producto principal: SAS
Optimization..
Industrias atendidas: Marketing,

finanzas, retail, manufactura.

Clientes destacados: General Electric
(GE):, empresas minoristas globales.

Sitio web: https://www.sas.com
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Grafico 25. Tabla ingreso de datos con EXCEL

PLAN DE PRODUCCION DE CABINA SENCILLA Y DOBLE CABINA

Producto: s D

Cant. De producto 70 20 Ganancia

Margen Contrib. Unit. §20.00 $10.00 $1,600.00

Restricciones Uso de Recursos Total LI LD | Holgura
Depto. A 1.00 2.00 110.00 < 120.00| 10.00
Depto. B 1.00 1.00 90.00 < 90.00 | 0.00
Requerimiento de Mezcla 1.00 0.00 | 70.00 < 70.00 | 0.00
Horas de pruebas 0.00 1.00 20.00 < 50.00 | -30.00

1

) Informe de respuestas 2 | Informe de respuestas 3 | KSR 'Hm-

Fuente: Gréfico obtenido de Excel
Ejecutamos SOLVER, e ingresamos los datos.

Grafico 26. Pagina ingreso datos SOLVER

Parametros de Solver <

Establecer objetivo: $D$4|

°]

Para: @ mMax O mMin O wvalor de:

Cambiando las celdas de variables:
$B$3:3CS$3

Sujeto a las restricciones:
$D$6 <= $F$6
$D3$7 <= $F$7
$D$8 <= $F3$8
$D$S <= $F$9

Convertir variables sin restricciones en no negativas

Método de
resolucion:

Método de resolucion

Seleccione el motor GRG Nonlinear para problemas de Solver no lineales suavizados. Seleccione el motor
LP Simplex para problemas de Solver lineales, y seleccione el motor Evolutionary para problemas de Solver

no suavizados.

Simplex LP ~

Ayuda I Resolver

Fuente: Gréafico obtenido de Excel

Agregar

Cambiar

Eliminar

Restablecer todo

Cargar/Guardar

Opciones

Cerrar
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Disefio de cadenas de suministro

Problema: Disefiar una red de
suministro eficiente que minimice
costos de transporte,
almacenamiento y produccién.

Compaiiias:
Apple: Utiliza programacién lineal
para optimizar su cadena de

suministro global, asegurando que
sus productos lleguen a tiempo a los
mercados.

Unilever: Aplica modelos de PL para
disefiar redes de  suministro
sostenibles, reduciendo costos vy
emisiones de carbono.

SOFTWARE UTILIZADO

AMPL, IBM CPLEX, LINDO

AMPL (A Mathematical

Programming Language)

Descripcion: Lenguaje de modelado
para problemas de optimizacién que
se combina con solucionadores como

CPLEX, Gurobi o GLPK.

Usos:

Empresas como Nestlé y Unilever lo

usan para disefiar cadenas de

suministro y optimizar produccion.

Ideal para modelar problemas

complejos de mdltiples etapas.

Ventajas: Flexible y facil de usar para

modelar problemas grandes.
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Grafico 27. Ejecuciéon con SOLVER

Resultados de Solver X

Solver encontrd una solucion. Se cumplen todas las

restricciones y condiciones 6ptimas. Informes

Sensibilidad
Limites

(® Conservar solucion de Solver

() Restaurar valores originales

= Volver al cuadro de didlogo de parametros de

Solver [[] Informes de esquema

Aceptar Cancelar Guardar escenario...

Informes

Crea el tipo de informe que se especifique y coloca cada informe en una hoja separada del libro

Fuente: Gréafico obtenido de Excel

Grafico 28. Reporte de solucion con SOLVER

M_crosoft Excel 16.0 Informe de respuestas
Hoja de calculo: [CABINA SENCILLA Y DOBLE CABINA CON SOLVER.xIsx]CS Y DC
Informe creado: 07/04/2023 12:45:44 p. m.
Resultado: Solver encontré una solucién. Se cumplen todas las restricciones y condiciones 6ptimas.
Motor de Solver
Motor: Simplex LP
Tiempo de la solucion: 0.015 segundos.
Iteraciones: 2 Subproblemas: 0
Opciones de Solver
Tiempo maximo Ilimitado, Iteraciones llimitado, Precision 0.000001
Maximo de subproblemas Ilimitado, Maximo de soluciones de enteros Ilimitado, Tolerancia de enteros 1%, Asumir no negativo

Celda objetivo (Max)

Celda Nombre Valor original  Valor final
$D$4 Margen Contrib. Unit. Ganancia $1,600.00 $1,600.00

Celdas de variables
Celda Nombre Valor original  Valor final Entero
$BS3 Cant. De producto CS 70 70 Continuar
$CS$3  Cant. De producto CD 20 20 Continuar

Fuente: Gréfico obtenido de Excel
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Grafico 29. Reporte de solucién con SOLVER

M.crosoft Excel 16.0 Informe de respuestas
Hoja de calculo: [CABINA SENCILLA Y DOBLE CABINA CON SOLVER.xlsx]CS Y DC
Informe creado: 07/04/2023 12:45:44 p. m.
Resultado: Solver encontr una solucién. Se cumplen todas las restricciones y condiciones 6ptimas.
Motor de Solver
Motor: Simplex LP
Tiempo de la solucidn: 0.015 segundos.
Iteraciones: 2 Subproblemas: 0
Opciones de Solver
Tiempo maximo llimitado, Iteraciones Ilimitado, Precision 0.000001
Méximo de subproblemas Ilimitado, Maximo de soluciones de enteros Ilimitado, Tolerancia de enteros 1%, Asumir no negativo

Celda objetivo (Méx)
Celda Nombre Valor original IVanrfinaI
SD$4 Margen Contrib. Unit. Ganancia $1,600.00 I $1,600.00

Celdas de variables

Celda Nombre Valor original ~ Valorfinal  Entero
$BS3 Cant. De producto CS 70 70 Continuar
$CS3 Cant. De producto CD 20 20 Continuar

Fuente: Gréafico obtenido de Excel

En el grafico 29 obtenemos el valor de la funcién objetivo que
es de $1600000,00 ddlares diarios.

Grafico 30. Reporte de solucion con SOLVER

M_crosoft Excel 16.0 Informe de respuestas
Hoja de célculo: [CABINA SENCILLA Y DOBLE CABINA CON SOLVER.xIsx]CS Y DC
Informe creado: 07/04/2023 12:45:44 p. m.
Resultado: Solver encontré una solucion. Se cumplen todas las restricciones y condiciones 6ptimas.
Motor de Solver
Motor: Simplex LP
Tiempo de la solucion: 0.015 segundos.
Iteraciones: 2 Subproblemas: 0
Opciones de Solver
Tiempo méaximo llimitado, Iteraciones Ilimitado, Precision 0.000001

Méximo de subproblemas Ilimitado, Mdximo de soluciones de enteros Ilimitado, Tolerancia de enteros 1%, Asumir no negativo

Celda objetivo (Méx)
Celda Nombre Valor original  Valor final
$D$4 Margen Contrib. Unit. Ganancia $1,600.00 $1,600.00

Celdas de variables

Celda Nombre Valor original  Valor final Entero
$BS3 Cant. De producto CS 70 70 Continuar
$CS$3  Cant. De producto CD 20 20 Continuar

Fuente: Gréfico obtenido de Excel
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En el grafico 29 obtenemos el valor de las variables de decisidn,
Cabinas Sencillas=70 wunidades, y Cabinas Dobles=20
unidades

5.3.1.2.-Ejercicio PROTOTIPICO 2.
INDUSTRIAS JARAMILLO

INDUSTRIAS JARAMILLO (1J), produce dos lineas de molinos
para mineria. Una de sus lineas de productos, llamada Molinos
Chilenos, se utiliza de manera primordial en aplicaciones de
trituracién liquida. La otra linea, denominada molinos de bolas,
estd destinada a la trituracion de material en seco. Las M1y M2
son hechas en los mismos galpones y con las mismas
herramientas. Las predicciones econdmicas indican que se
podrian vender normalmente todas las M1 y M2 que se
fabriquen. Se desea pronosticar cuantas M1 y M2 se deben
fabricar para obtener méaximas ganancias. La gerencia tiene
que recomendar ahora una meta de produccién para el mes
proximo.

Los datos de |J

La toma de esta decision requiere la consideracion de los
siguientes factores importantes:

1. El margen de contribucién unitaria de |J es de $5000 por
cada m1 vendido y de $4000 por cada m2.

2. En cada galpdn pasan por mecanizado cualquier M1 o M2.

3. El galpén A dispondra el préximo mes de 150 horas vy el
galpdén B de 160 horas. En el galpdn A, cada M1 necesita 10
horas de mecanizado y cada M2, 15 horas. En el galpdn B, cada
M1 necesitara de 20 horas de mecanizado, y cada M2 ,10 horas.
Estos datos aparecen resumidos en la tabla 12.

4. Las pruebas de los M1 y M2, seran realizadas en un galpdn
independiente, manejado por el sindicato de trabajadores,
quien exige no menos de 135 horas, para sus trabajadores, los
cuales gastan 30 horas en cada M1y 10 horas por cada M2. Esta
informacién se resume en la tabla 13.

5. El directorio como una medida de posicionamiento en el
mercado debera fabricar por lo menos una m1 por cada tres mz.
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FUNCION OBJETIVO
MAXIMIZAR

Z(Max) = 5000M1 + 4000M

Sujeto A:

M1+M225

M1-3M2<0

10M1 + 15M2 < 150

20M1 +10M2 < 160

30M1 +10M2 > 135

M120;M220
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6. Un distribuidor importante ha pedido para el siguiente mes
5 equipos sin importar cuantos son M1y cuantos son M2.

Se desea determinar la produccién de M1 y M2 que
maximizaria las ganancias

Tabla 37. Datos de maquinado de IJ

HORAS
DEPARTAMENTO | PORwm1 POR M2 TOTAL,
DISPONIBLE
A 10 15 150
B 20 10 160
Fuente: elaboracion propia
Tabla 38. Datos de prueba de IJ
1M1 1M Horas totales
requeridas
Horas de 30 10 135

prueba

Fuente: elaboracion propia

SOLUCION ANALITICA
MODELO MATEMATICO
DATOS

VARIABLES DE DECISION

mi=Molino Chileno
+»=Molino de Bolas

Oy MRSy @s1 o A@sz VARIABLES TECN'CAS

RECURSOS

“(IH bZ b3 b4 bS

FUNCION OBJETIVO MAXIMIZAR

Z(Max) = 5000M1 +4000M2 = UTILIDAD

Sujeto A:
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Lado derecho (LD):

Cifra al lado derecho (LD)
de una restriccion.

Lado izquierdo (LI):

Parte de una restriccion en
un modelo de
programacion lineal que
contiene las variables de
decision y sus coeficientes.
Representa la expresion
algebraica que se evalta y
compara con el lado
derecho (LD) para
determinar si se cumple o
no la restriccion.
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mi1+M2>5 Restricciéon de produccion minima

m1-3M2<0 Restriccion de balance de posicién en el mercado

M1 +15M2<150  Restriccion de Capacidad del departamento
A

20m1+10M2<160  Restriccion de Capacidad del departamento
B

s3omMi+10M2>135  Restriccion minima cantidad de horas para
pruebas

Mm1>0; M2>0 Restricciones de no negatividad

Establecido el modelo matematico, para poder solucionar con
SOLVER, tenemos que crear la pagina en Excel, ya que esta es
la forma en que SOLVER interpreta los datos de ingreso.

Grafico 28.
Tabla ingreso de datos con EXCEL

XY SOLVER EXEL PROTRAC CLASE - copia - Excel

Adriano Ramirez Galeano (AR

Archivo Inicio Insertar Disposicion de pagina Formulas Datos Revisar Vista Ayuda Acrobat

E19 v! i ki

Producto: M1
Cant. De producto 4.5 7 Ganancia
Margen Contrib. Unit. $5.00 $4.00 $50.50
Restricciones Uso de Recursos Total Ladolzquierdo
Depto. A 10.00 15.00 150.00

Depto. B 20.00 10.00 160.00
Requerimiento de Mezcla 1.00 -3.00 -16.50
Horas de pruebas 30.00 10.00 205.00

S VNV E WN =

Total de unidades 1.00 11.50

P

w

5E+4F=Z MAXIMIZAR L
10E+15F<=150 10(6)+15(5) <= 150
20E+10F<=160 20)

SIS

Informe de respuestas 2

. concentracin [E )

85 palabras [} Espafiol (Ecuador) ff( Accesibilidad: es necesario investigar

Fuente: Grafico obtenido de Excel

Ejecutamos SOLVER, e ingresamos los datos.
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TATA

Optimizacion en la industria del
acero y materiales

Problema: Minimizar el desperdicio
de materiales al cortar piezas de
diferentes tamafios de una materia
prima.

Compaiiias:

ArcelorMittal: Utiliza programacion
lineal para optimizar el proceso de
corte de acero, reduciendo el
desperdicio y los costos.

Tata Steel: Aplica modelos de PL para
planificar la produccidn y distribucién
de acero en funcién de la demanda
global.

SOFTWARE UTILIZADO

IBM ILOG CPLEX Optimization
Studio

Descripcion: Es uno de los software
mas  populares para resolver
problemas de programacion lineal,
programacion entera mixta (MILP),
programacion cuadrdtica y otros

problemas de optimizacién.
Usos:

Amazon y DHL lo han utilizado para

optimizar rutas y logistica.

Empresas como Procter & Gamble lo
emplean para planificacion de la

produccion.

Ventajas: Altamente escalable,
rapido y capaz de manejar problemas

de gran tamafio.
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Grafico 29. Pagina ingreso datos SOLVER

Establecer objetivo: sDs4| o

(=]

Para: @ Max O Min O wvalor de:

Cambiando las celdas de variables:
$B$3:3C3$3 *

Sujeto a las restricciones:

$SD$6:3D$8 <= SFS6:SFSS fareEer
$D$9:3D$10 >= SF$O:SFS10

Cambiar

Eliminar

Restablecer todo

Cargar/Guardar

Convertir variables sin restricciones en no negativas

Método de Simplex LP =2 Opciones
resolucién:

Método de resolucién

Seleccione el motor GRG Nonlinear para problemas de Solver no lineales suavizados. Seleccione el motor
LP Simplex para problemas de Solver lineales, y seleccione el motor Evolutionary para problemas de Solver
no suavizados.

Ayuda I Resolver I Cerrar

Fuente: Gréafico obtenido de Excel

Grafico 30. Ejecuciéon con SOLVER

Resultados de Solver »

Solver encontré una solucién. Se cumplen todas las

restricciones y condiciones dptimas. Informes
(@ Conservar solucion de Solver Sensibilidad
Limites

(O Restaurar valores originales

O Volver al cuadro de didlogo de parametros de
Solver

Aceptar I Cancelar Guardar escenario...

Informes

[] informes de esquema

Crea el tipo de informe que se especifique y coloca cada informe en una hoja separada del libro

Informe de limites 1

Fuente: Gréafico obtenido de Excel
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En el blog indicado a
continuacién  se puede
descargar un tutorial
detallado de la operacion
de Lingo-Lindo.(Erica
Canizo & Paola Lucero,

2002, [Software], s. f.)
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Grafico 31. Reporte de solucién con SOLVER

x7 SOLVER EXEL PROTRAC CLASE - copia - Excel O Buscar

Adriano Ramirez Galeano (AR

Archivo Inicio Insertar Disposicion de pagina Formulas Datos Revisar Vista Ayuda Acrobat

vl f

Motor: Simplex LP
Tiempo de la solucién: 0.015 segundos.

Iteraciones: 5 Subproblemas: 0

EMl Opciones de Solver

Tiempo méximo llimitado, Iteraciones llimitado, Precision 0.01, Usar escala automética

Maximo de subproblemas Ilimitado, Mé&ximo de soluciones de enteros llimitado, Tolerancia de enteros 1%, Asumir no negativo

Celda objetivo (Max)
Celda Nombre Valor original Valor final
$D$4 Margen Contrib. Unit. Ganancia $50.50 $50.50

£ Celdas de variables

Celda Nombre Valor original Valor final Entero
$BS3  Cant. De producto M1 4.5 4.5 Continuar
$C$3  Cant. De producto M2 7 7 Continuar

Vista previa de salto de pagina
v

Informe de respuestas 2 [IEVIRAYY]

Fuente: Gréfico obtenido de Excel

Grafico 32. Reporte de solucion con SOLVER

Valor original ~ Valor final
§5050  $5050

Fuente: Grafico obtenido de Excel

En el grafico 32 obtenemos el valor de la funcién objetivo que
es de $50500,00 ddélares mensuales.

Grafico 33. Reporte de soluciéon con SOLVER

Celdas de variables

Celda Nombre Valor ariginal___ \lalar final Entarn
$8%3 Cant. De producto M1 45 4.5 Continuar
$CS3  Cant. De producto M2 / / Continuar

Fuente: Gréafico obtenido de Excel

En el grafico 33 obtenemos el valor de las variables de decisidn,
Molino Chileno mi1=4.5unidades, y Molino de Bolas = =7
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LINGO:

(LINear Generalize
Optimizer) es una
herramienta simple para
formular problemas
lineales, resolverlos vy

analizar su solucion.
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5.3.2LINGO
-REGLAS PARA LA CONSTRUCCION DE MODELOS

DE PL EN LINGO

LINGO: (LINear Generalize Optimizer) es una herramienta
simple para formular problemas lineales, resolverlos y analizar
su soluciéon. LINGO nos ayuda a encontrar el resultado éptimo:
Méaximo o Minimo. A menudo estos problemas involucran el
uso mas eficiente de los recursos. Una de las caracteristicas
prominentes de LINGO es su aplicaciéon en el lenguaje de
modelo matematico, permitiendo escribir de forma natural la
funcién objetivo y las restricciones. Resultando en modelos que
son mucho més faciles de modificar.

Otra caracteristica de LINGO es el manejo aislado de los datos
de la formulacion del modelo, que le permite aislar los datos.
pudiendo leer datos incluso de una hoja de célculo separada,
igualmente, de base de datos, o archivo de texto. Esta
independencia permite hacer cambios, disminuyendo los
errores al construir el modelo.

5.3.2.1.-DESARROLLO
Segun Hillier, F. S., & Lieberman, G. J: "El lenguaje de
modelado de Lingo nos permite expresar los modelos de una
manera intuitiva y sencilla utilizando sumas variables con
subindices- al igual que se haria con lapiz y papel. Los modelos
son mas faciles de construir, de entender, de mantener” (2015).

LINGO utiliza un editor de textos, en el que se pueden ingresar
los modelos matematicos de programacién lineal, tal y como
han sido desarrollados.

Sintaxis de LINGO
La sintaxis que se utiliza en este programa es muy sencilla.

El nombre de las variables debe tener 32 caracteres como
maximo, Deben comenzar con una letra seguido de letras,
digitos o _. El compilador de LINGO no distingue entre

mayusculas y minusculas.

Las sentencias deben terminar en un punto y coma.
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JOHN DEERE

Planificacion agricola

Problema: Determinar qué cultivos
plantar, en qué cantidades y en qué
terrenos, maximizando las ganancias
y respetando restricciones de
recursos como agua y fertilizantes.

Compaiiias:

Monsanto (ahora parte de
Bayer): Utiliza programacion lineal
para optimizar la producciéon de
semillas y maximizar el rendimiento
agricola.

John Deere: Aplica modelos de PL
para ayudar a los agricultores a
planificar la siembra y el uso de
maquinaria de manera eficiente.

SOFTWARE UTILIZADO

LINDO, AMPL, Python
LINDO/LINGO

Descripcion: Software de
optimizacién que permite modelar y
resolver problemas de programacién

lineal, entera y no lineal.
Usos:

Empresas agricolas como Monsanto
lo han usado para planificacion de

cultivos.

Aplicado en la industria
manufacturera para optimizar el uso

de materiales.

Ventajas: Intuitivo y facil de usar,
ideal para problemas de tamafio

medio.
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El nombre de la funcidn objetivo o a las restricciones, debe ser
colocado entre corchetes.

Para declarar la funcién objetivo debemos colocar las palabras
reservadas MAX o MIN, resaltadas en azul, seguidas del signo

iLos comentarios deben comenzar con un signo !, los cuales
son resaltados en verde.

LINGO nombra las restricciones en su modelo, se inserta el
nombre entre corchetes, adelante de una linea de cédigo.

Resolveremos a continuacion los dos problemas prototipicos
con LINGO:

5.3.2.2.-Ejercicio PROTOTIPICO 1.
CAMIONETAS CABINA SENCILLA Y DOBLE

Una companiia ensambladora de camionetas produce dos
modelos, uno de cabina sencilla y el otro de doble cabina.

Hay dos lineas de produccién, una para cada modelo, e
intervienen dos departamentos en la produccién de cada
modelo. La capacidad de la linea de produccién de cabina
sencilla es de 70 camionetas por dia. La capacidad de la linea
de doble cabina es de 50 camionetas doble cabina diarios. En
el departamento A se arman los chasis. En este departamento,
se requiere una hora de trabajo para cada modelo Cabina
sencilla y dos horas de trabajo para cada Doble cabina. En la
actualidad, puede asignarse un maximo de 120 horas de
trabajo diarias para la produccion de ambos tipos de
camionetas en el departamento A. En el departamento B se
construye la carroceria. Aqui se requiere una hora de trabajo
para cada Cabina sencilla y también una hora para cada
modelo Doble cabina. Actualmente se pueden asignar 90
horas de trabajo al departamento B para la produccién de
ambos modelos. La contribuciéon a las ganancias es de 20000 y
10000 ddlares, respectivamente, por cada modelo Cabina
doble y Cabina sencilla. Esta informacién se presenta resumida
en la tabla 39. Si la compafia sabe que podra vender todos los
Camionetas dobles y sencillas que sean capaz de fabricar, ; cual
deberd ser el plan de produccion por dia (es decir, la
produccién diaria) para cada modelo?
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Intente formular la situacion descrita de Cabina doble y Cabina
sencilla como un modelo de programacién lineal. Escriba el
modelo simbdlico de PL, luego desarrolle el modelo de PL en
una hoja de célculo electrénica y optimicelo después con

LINGO-LINDO.
TABLA 39. Informacién Cabina sencilla y doble.

Capacidad | Depto | Depto | Ganancia
diaria A B por
Modelo
Cabina 70 1 1 20000
sencilla
Cabina doble 50 2 1 10000
Disponibilidad 120 90
total

Fuente: elaboracion propia

SOLUCION CON LINGO-LINDO
DATOS

VARIABLES DE DECISION

C,=Cabina sencilla

C,=Cabina doble

a,1, a5y, Ay1, 35,= VARIABLES TECNICAS
b, b,, bs, b, = RECURSOS
b,b,b,b  =RECURSOS

FUNCION OBJETIVO MAXIMIZAR

z(Max) = 20000 1+ 10000 2 = Utilidad

Sujeto A:

c1+2c2<120 Restriccién de trabajo departamento A
c1+c2<9% Restriccidon de trabajo departamento B

c1<70 Restriccién de Capacidad de linea de produccidn cabina

sencilla
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c2<50 Restriccion de Capacidad de linea de produccién cabina

doble
c1>0; €220 Restricciones de no negatividad

Establecido el modelo matematico, para poder solucionarlo,
tenemos que crear la pagina en el editor de texto de LINGO, ya
que esta es la forma en que LINGO-LINDO interpreta los datos
de ingreso.

Grafico 34. Ingreso de datos con LINGO-LINDO

2. Lingo 18.0 - [Lingo Model - Lingo1]

B File Edit Solver Window Help - & x
Disa|g e 2 veo DRER e/ 2
VARIABLES DE DECISION

IFUNCION OBJETIVO MAXIMIZAR;
Max =20*C1 + 10*C2 ;!Restriccion de t
C142*C2<=120; !Restriccion de

C1+C2 <=90 ;!Restriccion de Cag

C1<=70;!Rest je Ca
€2 <=50;!restricciones de no negatividad,
|For Help, press F1 CAP MOD Ln9, Col 43 3:36 pm

Fuente: Gréafico obtenido del programa LINGO
Grafico 35. Ejecuciéon con LINGO-LINDO

% Lingo 18.0 - [Solution Report - Lingo1]
B File Edit Solver Window Help - & x

DizEIS| »|0 | =] veo| Ok me| HE 2l

Global optimal solution found. ~
Objective value: 1600.000
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 2
Elapsed runtime seconds: 0.06

Model Class: LP
Total variables: 2
Nonlinear variables: [}

Integer variables: 0

Total constraints:
Nonlinear constraints: o

Total nonzeros:

Nonlinear nonzeros: o
Variable Value Reduced Cost
c1 70.00000 0.000000
c2 20.00000 0.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 1600.000 1.000000
2 10.00000 0.000000
3 0.000000 10.00000
4 0.000000 10.00000
5 30.00000 0.000000 v
[For Helo_ press F1 CAP Ln1 Col1 3:42 bm

Fuente: Grafico obtenido del programa LINGO
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Planificacion de campanas
publicitarias
Problema: Asignar presupuestos

publicitarios a diferentes canales (TV,
internet, redes sociales, etc.) para
maximizar el alcance o las
conversiones.

Compaiiias:

Coca-Cola: Utiliza programacion
lineal para optimizar la distribucién
de su presupuesto publicitario en
diferentes mercados y plataformas.

Nike: Aplica modelos de PL para
planificar campafias globales,
maximizando el impacto en su
publico objetivo.

SOFTWARE UTILIZADO

SAS Optimization, Gurobi

Descripcion: Parte de la suite de
anadlisis de datos de  SAS,
especializada en resolver problemas

de optimizacién y simulacion.

Usos:

Empresas como Coca-Cola lo han
utilizado para optimizar campafias
publicitarias y  distribucién de

recursos.

Utilizado en la industria minorista

para gestion de inventarios.

Ventajas: Integracion con analisis de
datos y capacidades estadisticas

avanzadas.
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Grafico 36. Reporte de solucién con LINGO-LINDO

] Global optimal solution found.

Objective value: 1600.000
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 2
Elapsed runtime seconds: 0.06

Fuente: Gréfico obtenido del programa LINGO

En el grafico 36. Obtenemos el valor de la funcién objetivo que
es de $1600000,00 ddlares diarios.

Grafico 37. Reporte de solucién con LINGO-LINDO

Variable Value Reduced Cost
Cl1 70.00000 0.000000
c2 20.00000 0.000000

Fuente: Gréfico obtenido del programa LINGO

En el grafico 37. Obtenemos el valor de las variables de
decisién, Cabinas Sencillas=70 unidades, y Cabinas Dobles=20
unidades

5.3.2.3.-Ejercicio PROTOTIPICO 2.
INDUSTRIAS JARAMILLO

INDUSTRIAS JARAMILLO (1J), produce dos lineas de molinos
para mineria. Una de sus lineas de productos, llamada Molinos
Chilenos, se utiliza de manera primordial en aplicaciones de
trituracién liquida. La otra linea, denominada molinos de bolas,
estd destinada a la trituracion de material en seco. Las M1y M2
son hechas en los mismos galpones y con las mismas
herramientas. Las predicciones econdmicas indican que se
podrian vender normalmente todas las M1 y M2 que se
fabriquen. Se desea pronosticar cuantas M1 y M2 se deben
fabricar para obtener méaximas ganancias. La gerencia tiene
que recomendar ahora una meta de produccién para el mes
proximo.

Los datos de |J

La toma de esta decision requiere la consideracién de los
siguientes factores importantes:
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1. El margen de contribucién unitaria de |J es de $5000 por
cada m1 vendido y de $4000 por cada

2. En cada galpdn pasan por mecanizado cualquier M1 o M2.

3. El galpén A dispondra el préoximo mes de 150 horas y el
galpdén B de 160 horas. En el galpdn A, cada M1 necesita 10
horas de mecanizado y cada M2, 15 horas. En el galpdn B, cada
M1 necesitara de 20 horas de mecanizado, y cada M2 ,10 horas.
Estos datos aparecen resumidos en la tabla 12.

4. Las pruebas de los M1y M2, seran realizadas en un galpdn
independiente, manejado por el sindicato de trabajadores,
quien exige no menos de 135 horas, para sus trabajadores, los
cuales gastan 30 horas en cada M1y 10 horas por cada M2. Esta
informacion se resume en la tabla 13,

5. El directorio como una medida de posicionamiento en el
mercado debera fabricar por lo menos una mi1 por cada tres

6. Un distribuidor importante ha pedido para el siguiente mes
5 equipos sin importar cuantos son M1 y cuantos son M2.

Se desea determinar la produccién de M1 y M2 que
maximizaria las ganancias

Tabla 40. Datos de maquinado de IJ

HORAS
DEPARTAMENTO | POR wm1 POR TOTAL,
DISPONIBLE
A 10 15 150
B 20 10 160
Fuente: elaboracion propia
Tabla 41. Datos de prueba de IJ
1M1 1 e Horas totales
requeridas
Horas de 30 10 135
prueba

Fuente: elaboracién propia
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Establecido el modelo matemético, para poder solucionarlo,
tenemos que crear la pagina en el editor de texto de LINGO, ya
que esta es la forma en que LINGO-LINDO interpreta los datos
de ingreso.

Grafico 38. Tabla ingreso de datos con LINGO-LINDO

Z Lingo 180 - [Lingo Model - Lingo1]

B File Edit Sover Window Help "~ \Cerar

DizsElE :[[e 2= velo BRIBR 2= 2l

MAX=5000*M1 +4000*M2 ;

M1+ M2>=5;! Re:

M1- 3*M2<=0;!Res

10*M1+15*M2 <= 150;
20*M1+10*M2 <=160;

30*M1+10*M2 >=135;! Restriccion minima cantidad de horas para pruebas

For Helo. press F1 MOD Ln11.ColT1 4:050m

Fuente: Gréfico obtenido del programa LINGO

Grafico 39. Ejecucion con LINGO-LINDO

2. Lingo 180 - [Solution Report - Lingo1]

B File Edit Solver Window Help - & x
o v v x
Dicsla|&] | 0@ 2| Yelo| OfFmc &s|HE 2/
| Global optimal solution found. A
Objective value: 50500.00
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 3
Elapsed runtime seconds: 0.06
Model Class: LP
Total variables: 2
Nonlinear variables: 0
Integer variables: 0
Total constraints: 6
Nonlinear constraints: 0
Total nonzeros: 12
Nonlinear nonzeros: 0
Variable Value Reduced Cost
M1 4.500000 0.000000
M2 7.000000 0.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 50500.00 1.000000
2 €.500000 0.000000
3 16.50000 0.000000
4 0.000000 150.0000
5 0.000000 175.0000 v

Fuente: Grafico obtenido del programa LINGO
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Grafico 40. Reporte de solucion con LINGO-LINDO

| Global optimal solution found.
Objective value:
Infeasibilities:
Total solver iterations: 3
Elapsed runtime seconds: 0.06

Fuente: Gréfico obtenido del programa LINGO

En el gréfico 40 obtenemos el valor de la funcidn objetivo que
es de $50500,00 ddlares mensuales.

Grafico 41. Reporte de solucién con LINGO-LINDO

Variable Value Reduced Cost
M1 4.500000 0.000000
M2 7.000000 0.000000

Fuente: Gréafico obtenido del programa LINGO

En el grafico4. Obtenemos el valor de las variables de decisién,
Molino  Chileno m1 =4.5unidades, y Molino de Bolas ws =7
unidades

5.4.-CONCLUSIONES

Los procedimientos aplicados, para encontrar la solucion de los
ejercicios de programacion lineal, por medio de los paquetes
informaticos, SOLVER y LINGO, nos han permitido ver la
posibilidad de manejar situaciones con mayores volimenes de
informacion. También nos permitié observar que los informes
de respuestas tienen todo un nuevo campo de informacidn
entregada, que seran analizados en los siguientes temas a ser
tratados.

5.5.-CUESTIONARIO
5.5.1.-VERDADERO-FALSO

1. En las hojas de célculo de Excel, las ecuaciones de las
restricciones de una PL son expresadas como férmulas
en las celdas. (V) (F)

2.  En las hojas de célculo de Excel, una restriccion se
representa como la diferencia del Lado Derecho menos
el Lado Izquierdo. (V) (F)
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En las hojas de célculo de Excel, una restriccién se
representa como la diferencia el Lado Derecho menos el
Lado Izquierdo. (V) (F)

Con SOLVER se realiza el cambio de férmulas en hojas
de Excel a un procedimiento de Optimizacién. (V) (F)

En las hojas de célculo de Excel, se asigna
separadamente una columna a cada variable de
decision. (V) (F)

En las hojas de célculo de Excel, se asigna
separadamente una fila a cada restriccién. (V) (F)

En las hojas de célculo de Excel, se ejecutaria SOLVER en
una hoja de Excel con los datos de un PL, pero sin rétulos.
(V) (F)

Es SOLVER un complemento de EXCEL. (V) (F)

En las hojas de célculo de Excel, se podria ejecutar
SOLVER en una hoja de Excel con los datos de un PL,
pero sin rétulos. (V) (F)

La inclusién de la no negatividad dadas por las variables
de decisién es opcional. (V) (F)

5.5.2.-OPCION MULTIPLE

Es dtil una PL en una hoja de EXCEL, cuando:

a. Se podrian ingresar a la no linealidad los valores
de datos en paquete.

b. Se minimiza la labor de optimizar el modelo.

c. Las dos afirmaciones anteriores.

En un modelo de PL, la solucidn tiene como maximo:

a.

m variables positivas, donde m representa la cantidad de
restricciones.

b. nvariables basicas.

0

(m-n) variables no basicas.
Ninguna de las anteriores.
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5.5.3.-EJERCICIOS PROPUESTOS
Usar SOLVER DE EXCEL

13.- Un trapiche produce melaza y panela en unidades de 50
kilos. La produccién de melaza més 8 unidades es mayor o igual
que el doble de la produccion de panela. También se da que
la produccién de 36 unidades es igual o mayor que el triple de
la produccién de panela mas el doble de produccién de
melaza. Al salir al mercado cada unidad de melaza se
comercializa en $16 délares y cada unidad de panela en $4
ddlares. Si se quiere maximizar ganancia se debe hallar el
nimero de unidades a producir de panela y de melaza
respectivamente.

14.- Un Taller de ropa produce ternos y vestidos de dama, para
producir un terno se requieren 2 m2 de tela de pano,y 1 m2 de
tela de algodédn, y para sacar un vestido se necesitan 2m2 de
panoy 2 m2 de algoddn. El taller cuenta con 160 ms de tela de
pafioy 240 m2 de tela de algodén, Si los ternos se venden en
$100 dodlares y los vestidos en $200 ddlares, Cual debe ser la
produccion de ternos y vestidos para maximizar el beneficio.

15.- Se desea mezclar dos productos X1y X2, para desarrollar
una dieta para pollos, cuyo contenido minimo de vitaminas
debe ser de 4 mg de vitamina B1, 6 mg de vitamina B2, 60 mg
de vitamina B3, y 4 mg de vitamina B5. El precio por kilo de X1
es de $0.20 ddlares y el de X2 es de $0.30 ddlares. El valor
vitaminico de X1y X2 se da en la siguiente tabla:

B1 B2 B3 B5
X1 2 2 40 4
X2 2 6 15 1

Como se deberia realizar esta mezcla, para minimizar costos.

16.- FERTIAGRO produce dos fertilizantes usando como bases
dos mezclas con la composicién de N, P, Ca, Ceniza indicada
en la siguiente tabla:

N(%) P(%) Ca(%) CENIZA(%)

MEZCLA 1 5 5 10 80

MEZCLA 2 5 10 5) 80
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FERTIAGRO dispone de las siguientes cantidades de N, P, Ca'y
Ceniza a los siguientes precios:

N(%) P(%) Ca(%) | CENIZA(%)
Cantidad 1100 1800 2000 ilimitada
(Ton)
Precio($/Ton) | $2000 $800 $1600 $100

FERTIAGRO, saca al mercado la Mezcla 1 a un precio de $715
la tonelada, y la mezcla 2 a $690 la tonelada, ;Cémo debe
realizar las mezclas FERTIAGRO, para obtener la maxima
ganancia?

17.- Productos DELAURY necesita un préstamo de $1000000
de ddlares para modernizar maquinaria, en el mercado de
capitales a encontrado dos fuentes de préstamo, con las
siguientes condiciones:

PUNTO 1 PUNTO 2 PUNTO 3
FUENTE 1($) | 700000 200000 4800000
FUENTE 2($) | 250000 250000 1250000

El interés de oportunidad de DELAURY es de 0.22.

Los socios de DELAURY imponen las siguientes condiciones de
pago:

PUNTO 1
400000

PUNTO 2
2000000

PUNTO 3
200000

DELAURY(Maximo
pago)

Buscar la manera de optimizar el préstamo a las dos fuentes sin
exceder las restricciones.

18.- Jorge Castro tiene para invertir $1000000. Quiere realizar
inversiones en dos tipos de bonos B1y B2. Los B1 tienen mas
riesgo, pero dan 15% de beneficio, y las B2 son menos
arriesgadas, pero solo dan el 8%. Jorge decide entonces
invertir maximo $600000 en B1, y como minimo $400000 en
B2, también desea que lo realizado en B1 sea por lo menos lo
mismo que la inversién en B2? Como deberia invertir para que
SuU ganancia se maximice.
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5.6-GLOSARIO

Algoritmo simplex:

Método iterativo utilizado para resolver problemas de
programacion lineal. Permite encontrar la solucién éptima a
partir de un conjunto factible.

Analisis de sensibilidad:

Estudio de cémo los cambios en los pardmetros del modelo
(como los coeficientes de la funcidn objetivo o los valores del
lado derecho de las restricciones) afectan la solucidn éptima.

Decision 6ptima:
Decision factible que optimiza la funcidn objetivo.
Funcidn de restriccion:

Lado izquierdo (LI) de una restriccién. Depende de las variables
de decision.

Funcioén lineal:

Funcién en la cual cada una de las variables aparece en un
término individual. No hay potencias que no sean 1y, por
ejemplo, no existen ni expresiones logaritmicas o
exponenciales, ni declaraciones SI(), ni tampoco términos
trigonomeétricos.

Funcién objetivo:

Todo programa lineal tiene una funcién objetivo lineal que
representa la medicion de desempefio por maximizar o
minimizar.

Lado derecho (LD):
Cifra al lado derecho (LD) de una restriccion.
Lado izquierdo (LI):

Parte de una restriccién en un modelo de programacion lineal
que contiene las variables de decision y sus coeficientes.
Representa la expresidn algebraica que se evalia y compara
con el lado derecho (LD) para determinar si se cumple o no la
restriccion.
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LINGO:

(LINear Generalize Optimizer) es una herramienta simple para
formular problemas lineales, resolverlos y analizar su solucién.

Modelo de optimizacién con restricciones:

Modelo cuyo objetivo es encontrar valores para las variables de
decision que optimicen una funcidon objetivo sujeta a
restricciones.

Modelo simbélico de PL:

Representacion algebraica de un problema de PL.
Optimizar:

Maximizar o minimizar.

Solver:

Programa complementario para hojas de célculo electrénicas
que permite optimizar la representacién de un modelo de PL
en una hoja de célculo electrénica.

Valores de decisién:
Conjunto de valores numéricos de las variables de decisidn.
Variables de decision:

Son las variables que estan bajo el control de la persona
encargada de tomar las decisiones. Las variables que aparecen
en los modelos que hemos formulado en este capitulo son de
ese tipo.
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Exportacion de banano y
su sensibilidad a los costos
logisticos

Contexto: Ecuador es uno
de los mayores
exportadores de banano
en el mundo. Las empresas
bananeras han utilizado
modelos de programacion
lineal para optimizar las
rutas de transporte y
minimizar los costos
logisticos.

Hecho anecdético: Un
andlisis de sensibilidad
mostré que los costos de
transporte maritimo tenian
un impacto critico en la
rentabilidad de las
exportaciones. Durante un
periodo de aumento en los
precios del combustible,
las empresas ajustaron sus
envios consolidando
volumenes en barcos mas
grandes y renegociando
tarifas con las navieras, lo
que permitié mantener la
competitividad en
mercados europeos.
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TEMA 6. ANALISIS DE SENSIBILIDAD

6.1.-OBJETIVOS

e -Obtenerinformes de sensibilidad y limites en SOLVER
e -Interpretacion de los informes de sensibilidad y limites.
e -Entender el significado de precios marginales.

6.2.-INTRODUCCION

Andlisis de sensibilidad también se le denomina anélisis de
postoptimalidad y anélisis paramétrico. Este capitulo aborda el
anélisis de sensibilidad, también conocido como anédlisis de
postoptimalidad o paramétrico, como una herramienta clave
para evaluar el impacto de cambios en los pardmetros de un
modelo de programacién lineal (PL). Segin Moore, J. H. &
Weatherford, L. R: “Este andlisis tiene como propdsito
determinar cémo modificaciones en variables como la cantidad
de recursos disponibles, precios o costos afectan la solucidn
6ptima y los valores de la funcién objetivo” (2000). En este
contexto, Solver de Excel se presenta como una herramienta
computacional eficiente que permite realizar este tipo de
anélisis de manera sistematica y detallada.

El andlisis de sensibilidad con Solver se centra en identificar los
limites permisibles de modificacion de los pardmetros sin
alterar la solucion éptima. Ademas, proporciona informacién
adicional como los precios marginales (también conocidos
como precios sombra), que indican el cambio en el valor de la
funcién objetivo por cada unidad adicional de un recurso
limitado. Estos resultados son esenciales para la toma de
decisiones en escenarios reales, especialmente en contextos
donde los pueden variar

empresariales parametros

constantemente.

El texto también resalta que, aunque el analisis de sensibilidad
tuvo sus origenes en métodos graficos, actualmente las
herramientas computacionales como Solver de Excel permiten
obtener resultados mas precisos y detallados, entregando
automaticamente informes de sensibilidad y limites. Para fines
didacticos, se sugiere aplicar este andlisis a problemas
prototipicos previamente estudiados, lo que facilita la
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Exportacion de camarén y
fluctuaciones en los
precios internacionales

Contexto: Ecuador es uno

de los principales
exportadores de camardn a
nivel mundial. Las

empresas camaroneras
han utilizado el método
simplex para determinar
los mercados mas
rentables, considerando
costos de produccion,
transporte y  precios
internacionales.

Hecho anecddtico:
Durante un andlisis de
sensibilidad, se descubrié
que una variacion del 5%
en los precios
internacionales del
camardn podia hacer que
ciertos mercados (como
Asia) fueran menos
rentables que otros (como
Estados Unidos). Esto llevd
a priorizar envios a
mercados con  mayor
estabilidad en los precios y
menores costos logisticos.
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comprension practica del impacto de los cambios en los
parametros del modelo.

En resumen, el anélisis de sensibilidad con Solver de Excel es
un método técnico que permite evaluar de manera clara y
eficiente como las variaciones en los pardmetros de un modelo
de programacion lineal afectan la solucion 6ptima,
proporcionando informacién clave para la optimizacién y la
toma de decisiones estratégicas.

6.3.-DESARROLLO

De acuerdo con Moore, J. H. & Weatherford, L. R: “El Informe
de sensibilidad de SOLVER para la solucién del problema del
molino de bolas, presentado méas adelante, nos indica que el
andlisis de sensibilidad radica en el hecho de que todos los
pardmetros, con excepciéon de uno, se mantienen fijos en el
modelo, a lavez que se pedirad informacién acerca de la manera
en que cambiaria la solucién dptima por motivo de las
modificaciones del Unico dato que se nos permite modificar,
esto es similar al concepto de estudio de marginalidad
aplicado en economia” (2000) . La informacién de nuestro
interés podria ser las consecuencias sobre el valor optimo
(méxima ganancia) y las decisiones acerca de los valores de
decisién optimos hallados (m1, «=).Una de los primeros
parametros que podriamos modificar podrian ser los lados
derechos de las restricciones 8, estos representan la cantidad
de recursos de los que disponemos, en el ejemplo prototipico
més adelante mostrado, el cambio de una hora de més en el
recurso del galpdn B, modifica el valor objetivo en un valor de
175 ddlares, indicando que hay un valor oculto o marginal, que
expresa en cuanto aumenta la ganancia al aumentar en una
unidad un recurso, manteniendo todos los otros pardmetros
fijos. En la columna de precio sombra (grafico 42), del informe
de SOLVER, se indican cual seria este precio marginal para
cada uno de los recursos.
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Grafico 42. Precios marginales

x| Microsoft Excel 16.0 Informe de sensibilidad

C D E

Hoja de célculo: [SOLVER EXEL PROTRAC CLASE - copia.xlsx]M1Y M2
Efl Informe creado: 09/04/2023 05:25:16 p. m.

Precio marginal
\

Sl Celdas de variables

\ Final Reducido Objetivo  Permisible  Permisible

Celda Nombre Valor Coste  Coeficiente ~ Aumentar Reducir
$BS3  Cant. De producto M1 45 0 5 3 2333333333
$C$3  Cant. De producto M2 7 0 4 3.5 1.5

Restricciones \
3

Finh\Sombra Restriccion ~ Permisible  Permisible
Celda Nombre Valor |\Precio |ado derecho Aumentar Reducir
SDS6  Depto. A Total Ladolzquierdo 150 [ 015 150 90 47.14285714

SDS7  Depto. B Total Ladolzquierdo 160 0.175 160 73.33333333 40
SDS8  Requerimiento de Mezcla Total Ladolzquierdo  -16.5 0 0 1E+30 16.5
SDS9  Horas de pruebas Total Ladolzquierdo 205 0 135 70 1E+30
SD$10 Total de unidades Total Ladolzquierdo 11.5 0 5 6.5 1E430

Y NS Cr Al Informe de sensibilicad 1 JEEINARY d:\ lmi = + & 4

Fuente: Gréafico obtenido de Excel

Por lo tanto, El precio sombra de una restriccién se podra
interpretar como la razén de cambio del valor éptimo, a
medida que aumenta el Lado Derecho de la restriccidn,
mientras todos los demas pardmetros permanecen constantes.

Las otras dos columnas al lado derecho, aumento y disminucién
permisible (gréfico 2), indican hasta donde se pueden
modificar los recursos, sin que el valor de las variables de la
funcidn objetivo cambie (m1, w).
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Optimizacién de

exportaciones de flores a

Europa

Contexto: Las flores son
uno de los principales
productos de exportacion
de Ecuador, especialmente
hacia Europa. Las
empresas floricolas han
utilizado programacion
lineal para optimizar la
logistica y los costos
asociados al transporte

aéreo.

Hecho anecdético: En un
analisis de sensibilidad, se
identific6 que los costos
del  transporte  aéreo
representaban mas del
40% del precio final de las
flores. Durante la
pandemia de COVID-19,
cuando los precios del
transporte  aéreo  se
dispararon, las empresas
ajustaron  sus  envios
priorizando variedades de
flores con mayor valor
agregado, como rosas
premium, para garantizar

la rentabilidad.
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Grafico 43. Aumento y disminucion permisible del recurso

Insertar Dibujar Disefio Disposicion Referencias Correspondencia Revisar Vista Ayuda Acrobat
C H |

C 5] 3 t G )

Aumento y disminucidon permisible del recurso

| |
Final Reducido Objetivo Per'TisibIe Permisjale
Celda Nombre Valor Coste Coeficiente Aui

Celdas de variables

jentar Redugr

$BS3  Cant. De producto M1 4.5 0 5 3 2.333333333
SCS$3  Cant. De producto M2 7 0 4 3.5 1.5
PAl Restricciones ‘ ‘
Final Sombra iccié Perngigible
Celda Nombre Valor Precio Lado derecho |Aumentar Reducir
SDS6 Depto. A Total Ladolzquierdo 150 0.15 150 90| 47.14285714
$DS$7 Depto. B Total Ladolzquierdo 160 0.175 160 3.33333333 40
$DS8  Requerimiento de Mezcla Total Ladolzquierdo  -16.5 0 0 1E+30) 16.5
SDS9 Horas de pruebas Total Ladolzquierdo 205 0 135 70 1E+30
$D$10 Total de unidades Total Ladolzquierdo 11.5 0 5 6.5 1E+30

Informe de sensibilidad 1

Informe de limi =+ +

Informe de respuestas 2

Fuente: Grafico obtenido de Excel

Ahora modificaremos los coeficientes C, (gréfico 44) de la

funciéon objetivo. Estas modificaciones nos permitiran
determinar hasta donde podemos estirar el valor de los precios
o de los costos, sin dejar de producir la misma cantidad en este
caso de mi1 y e,

Es asi como los valores de los coeficientes objetivo indicaran
los niveles dentro de los cuales no ocurrird ningiin cambio en
la solucién éptima.

Grafico 44.

Aumento y disminucién permisible del coeficiente de la
variable de decisién

iy SOLVER EXEL PROTRAC CLASE - copia (version 1)[Recuperado autométicamente] - Excel je Adriano Ramirez Galeano (AR &

Archivo Inicio Insertar Disposicion de pagina Formulas Datos Revisar Vista Ayuda Acrobat

Al v i Jx| Microsoft Excel 16.0 Informe de sensibilidad
A s C D E

L Microsoft Excel 16.0 Informe de sensibilidad

4l Hoja de cilculo: [SOLVER EXEL PROTRAC CLASE - copia.xlsx]M1Y M2

£l Informe creado: 09/04/2023 05:25:16 p. m.

Aumento y disminucién permisible del coeficiente de _la variable de decision

3l Celdas de variables 1 1

Final Reducido Objetivo Perr‘isible Permisible
Celda Nombre Valor Coste  Coefici L3 Reducy
$BS3  Cant. De producto M1 45 0 5 | v 3Hz,333333333
$C$3  Cant. De producto M2 7 0 4 35 15

PAl Restricciones

Final Sombra

Celda Nombre Valor Precio Lado derecho Aumentar Reducir

$DS6 Depto. ATotal Ladolzquierdo 150 0.15 150 90 47.14285714
SDS7  Depto. B Total Ladolzquierdo 160 0.175 160 73.33333333 40
$D$8 Requerimiento de Mezcla Total Ladolzquierdo  -16.5 0 0 1E+30 16.5
SDS9  Horas de pruebas Total Ladolzquierdo 205 0 135 70 1E430

$DS10 Total de unidades Total Ladolzquierdo 11.5 0 5 6.5 1E430

Informe de limi

Informe de sensibilidad 1

Informe de respuestas 2

Fuente: Gréafico obtenido de Excel
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Impacto de los aranceles

en la importacion de

magquinaria agricola

Contexto: Muchas
empresas ecuatorianas
dependen de la
importacion de maquinaria
agricola para mejorar la
produccion  de  cacao,
banano y otros productos

de exportacion.

Hecho anecdédtico: Un
andlisis de sensibilidad
realizado por asociaciones
agricolas mostré que un

aumento en los aranceles

de importacion de
maquinaria reduciria
significativamente la

capacidad de inversidon de
los pequefios productores.
Esto llevé a negociaciones
con el gobierno para
reducir los aranceles en
equipos clave, fomentando
la  modernizacion  del

sector agricola.
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6.4.-INDUSTRIAS JARAMILLO

INDUSTRIAS JARAMILLO(IJ), produce dos lineas de molinos
para mineria. Una de sus lineas de productos, llamada Molinos
Chilenos, se utiliza de manera primordial en aplicaciones de
trituracién liquida. La otra linea, denominada molinos de bolas,
estd destinada a la trituracion de material en seco. Las M1y M2
son hechas en los mismos galpones y con las mismas
herramientas. Las predicciones econdmicas indican que se
podrian vender normalmente todas las M1 y M2 que se
fabriquen. Se desea pronosticar cuantas M1 y M2 se deben
fabricar para obtener méaximas ganancias. La gerencia tiene
que recomendar ahora una meta de produccién para el mes
proximo.

Los datos de |J

La toma de esta decision requiere la consideracion de los
siguientes factores importantes:

1. El margen de contribucién unitaria de |J es de $5000 por
cada m1 vendido y de $4000 por cada .

2. En cada galpdn pasan por mecanizado cualquier M1 o M2.

3. El galpén A dispondra el préximo mes de 150 horas vy el
galpdén B de 160 horas. En el galpdn A, cada M1 necesita 10
horas de mecanizadoy ca da M2, 15 horas. En el galpdn B, cada
M1 necesitara de 20 horas de mecanizado, y cada M2 ,10 horas.
Estos datos aparecen resumidos en la tabla 12.

4. Las pruebas de los M1 y M2, serén realizadas en un galpdn
independiente, manejado por el sindicato de trabajadores,
quien exige no menos de 135 horas, para sus trabajadores, los
cuales gastan 30 horas en cada M1y 10 horas por cada M2. Esta
informacion se resume en la tabla 13,

5. El directorio como una medida de posicionamiento en el
mercado debera fabricar por lo menos una m1 por cada tres we.

6. Un distribuidor importante ha pedido para el siguiente mes
5 equipos sin importar cuantos son M1y cuantos son M2.

Se desea determinar la produccién de M1 y M2 que
maximizaria las ganancias
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Tabla 42. Datos de maquinado de IJ

HORAS
GALPON POR w1 POR TOTAL,
DISPONIBLE
A 10 15 150
B 20 10 160
Fuente: elaboracion propia
Tabla 43. Datos de prueba de IJ
1M 1 o Horas totales
requeridas
Horas de |30 10 135
prueba

Fuente: elaboracion propia

SOLUCION
MODELO MATEMATICO

DATOS

VARIABLES DE DECISION

mi=Molino Chileno

+»=Molino de Bolas

Wi 1y #8 1y as: as;  VARIABLES TECNICAS
(b, b, b, b, RECURSOS

FUNCION OBJETIVO MAXIMIZAR

Z(Max) = 5000M1 +4000M2 = UTILIDAD

Sujeto A:

mi1+M2>5 Restriccién de producciéon minima

Mm1-3M2<0 Restriccion de balance de posicion en el mercado
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1M1 +15M2<150 Restriccion de Capacidad del galpén A
20m1+10M2<160 Restriccion de Capacidad del galpén B

s3omi+10M2>135  Restriccion minima cantidad de horas para

pruebas

M1>0; M2>0 Restricciones de no negatividad

Establecido el modelo matematico, para poder solucionar con
SOLVER, tenemos que crear la pagina en Excel, ya que esta es
la forma en que SOLVER interpreta los datos de ingreso.

Grafico 44. Tabla ingreso de datos con EXCEL

) SOLVER EXEL PROTRAC CLASE - copia - Excel O Buscar Adriano Ramirez Galeano (AR

Archivo Inicio Insertar Disposicion de pagina Formulas Datos Revisar Vista Ayuda Acrobat

£19 9 : f

PLAN DE PRODUCCION DE PROTRAC
Producto: M1 M2

Cant. De producto 45 1 Ganancia
Margen Contrib. Unit, $5.00 $4.00 $50.50
Restricciones Uso de Recursos Total Ladolzquierdo
Depto. A 10.00 15.00 150.00

W o wloh v wW o=

Depto. B 20.00 10.00 160.00
Requerimiento de Mezcla 1.00 -3.00 -16.50
Horas de pruebas 30.00 10.00 205.00

1.00 11.50

Bl 5t 4477 MAXIMIZAR U LD
BN 105 +15F<=150 10(6)+15(5) < 150
0 20)

Fuente: Gréafico obtenido de Excel

Ejecutamos SOLVER, e ingresamos los datos.
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Grafico 45. Pagina ingreso datos SOLVER

Establecer objetivo: $Ds4| b

Para: @ Max O Min O wvalor de: 0

Cambiando las celdas de variables:
$B$3:3CS$3

I»

Sujeto a las restricciones:

$D$6:3D3$8 <= $F$6:3F$8
$D$9:$D$10 >= $F$SFS10

Agregar

Cambiar

Eliminar

Restablecer todo

Cargar/Guardar
Convertir variables sin restricciones en no negativas
Meétodo de Simplex LP >~ Opciones
resolucién:

Método de resolucién

Seleccione el motor GRG Nonlinear para problemas de Solver no lineales suavizados. Seleccione el motor
LP Simplex para problemas de Solver lineales, y seleccione el motor Evolutionary para problemas de Solver
no suavizados.

Fuente: Gréafico obtenido de Excel

Grafico 46. Ejecucion con SOLVER

Solver encontré una solucién. Se cumplen todas las

restricciones y condiciones dptimas. Informes
Responder
(® Conservar solucion de Solver Sen: ad

Limites
(O Restaurar valores originales

O Volver al cuadro de didlogo de parametros de

Solver [[]informes de esquema

Aceptar I Cancelar Guardar escenario...

Informes

Crea el tipo de informe que se especifique y coloca cada informe en una hoja separada del libro

Fuente: Gréafico obtenido de Excel
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Grafico 47. Reporte de solucion con SOLVER

X SOLVER EXEL PROTRAC CLASE - copia - Excel Adriano Ramirez G

Archivo Inicio Insertar Disposicion de pagina Formulas Datos Revisar Vista Ayuda Acrobat

Resultado: Solver encontré una solucién. Se cumplen todas las restricciones y condiciones éptimas.
Motor de Solver

Motor: Simplex LP

Tiempo de la solucién: 0.015 segundos.

Iteraciones: 5 Subproblemas: 0
Opciones de Solver

Tiempo méximo llimitado, Iteraciones llimitado, Precision 0.01, Usar escala automatica

Maéximo de subproblemas Ilimitado, Maximo de soluciones de enteros Ilimitado, Tolerancia de enteros 1%, Asumir no negativo

Celda objetivo (Max)
Celda Nombre Valor original Valor final
$D$4 Margen Contrib. Unit. Ganancia $50.50 $50.50

Celdas de variables

Celda Nombre Valor original Valor final Entero
SBS3  Cant. De producto M1 4.5 4.5 Continuar
SCS$3  Cant. De producto M2 7 7 Continuar

Informe de respuestas 2 [ISVERAYP)
Fuente: Gréfico obtenido de Excel

Grafico 48. Reporte de Analisis de Sensibilidad con SOLVER

SOLVER EXEL PROTRAC CLASE - copia (version 1)[Recuperado automaticamente] - Excel /O Adriano Rami|

Archivo Inicio Insertar Disposicion de pagina Férmulas Datos Revisar Vista Ayuda Acrobat

ﬁr Microsoft Excel 16.0 Informe de sensibilidad

€ D E
M.crosuft Excel 16.0 Informe de sensibilidad
Hoja de célculo: [SOLVER EXEL PROTRAC CLASE - copia.xlsx]M1Y M2
Informe creado: 09/04/2023 05:25:16 p. m.

w N

4

5

[3 Celdas de variables

7 Final Reducido Objetivo Permisible Permisible

8 Celda Nombre Valor Coste Coeficiente Aumentar Reducir

9 S$BS3 Cant. De producto M1 4.5 0 5 3 2.333333333
SCS3  Cant. De producto M2 7 0 4 3.5 1.5

Restricciones

Final Sombra  Restriccién Permisible Permisible

Celda Nombre Valor Precio Lado derecho Aumentar Reducir

SDS6 Depto. A Total Ladolzquierdo 150 0.15 150 90 47.14285714
SDS7 Depto. B Total Ladolzquierdo 160 0.175 160 73.33333333 40
SDS8 Requerimiento de Mezcla Total Ladolzquierdo -16.5 0 0 1E+30 16.5
SDS9  Horas de pruebas Total Ladolzquierdo 205 0 135 70 1E+30
SDS10 Total de unidades Total Ladolzquierdo 11.5 0 5 6.5 1E+30

Informe de respuestas 2

Informe de sensibilidad 1 Informe de Iim R

Nota: Gréfico obtenido de Excel
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Exportacion de cacao y su

sensibilidad al tipo de

cambio

Contexto: Ecuador es uno
de los principales
exportadores de cacao fino
de aroma. Las empresas
exportadoras han utilizado
modelos de optimizacion
para maximizar las
ganancias, considerando
costos de produccién,
transporte y fluctuaciones

en el tipo de cambio.

Hecho anecdético: Un
andlisis de sensibilidad
mostré que la apreciacion
del ddlar frente a otras
monedas (como el euro)
afectaba negativamente las
exportaciones de cacao a
Europa. Esto llevdé a las
empresas a diversificar
mercados, aumentando las
exportaciones a paises
asiaticos donde los
contratos se negociaban en

dolares.

e ~ (o [n1 | W N =
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Grafico 49. Reporte de Analisis de Limites con SOLVER

SOLVER EXEL PROTRAC CLASE - copia (version 1)[Recuperado automéaticamente] - Excel 0

Archivo Inicio Insertar Disposicion de pagina Formulas Datos Revisar Vista Ayuda Acrobat

Cc8 v fr Margen Contrib. Unit. Ganancia

B | C | D
Microsoft Excel 16.0 Informe de limites
Hoja de calculo: [SOLVER EXEL PROTRAC CLASE - copia.xlsx]M1Y M2
Informe creado: 09/04/2023 05:29:20 p. m.

Objetivo
Celda Nombre Valor
SDS4 IMargen Contrib. Unit. Ganancia $50.50

Variable Inferior Objetivo Superior Objetivo
Celda Nombre Valor Limite Resultado Limite Resultado
S$BS3 Cant. De producto M1 4.5 2.1667 38.83 4.5 50.5
SCS3  Cant. De producto M2 7 1.5 28.5 7 50.5

[DECEENIENE | Informe de sensibilidad 1

Fuente: Gréfico obtenido de Excel

6.5.-Analisis de sensibilidad modificando Parametros Bi, Cj

¢Qué pasaria si?

El anélisis de sensibilidad se realiza manteniendo todos los
parédmetros fijos y variando solo uno de ellos, y observar cémo
cambia la funcidén objetivo.

La solucién oéptima del grafico 49 da como resultado una
utilidad méxima de $50500,00. Con una produccién de m1=4.5
y wa=7.

Vamos a tomar la restriccion:
20m1 +10M2< 160 Restriccion de Capacidad del galpon B.

En este caso pasamos de =160 a =161, esto es
aumentamos la capacidad del recurso horas de trabajo en el
departamento B. en una hora. Y verificamos cémo se comporta
la funcidn objetivo.
Tenemos entonces:

10M1+15:42 =150
20M1+10:: =161
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Obteniendo m1=4.575 y +:=6.95
Con estos nuevos valores la funcién objetivo sera:
5000 (4.575) + 4000 (6.95) = 50675,00

La diferencia de la utilidad incrementando una hora més de
produccién en el galpén B,

sera:
50675-50500=175

Si observamos el grafico5, vemos que, en este informe de
sensibilidad, tenemos una columna denominada Precios
Sombra, cuyo valor en la fila correspondiente a la restriccion del
galpdén B, tiene un valor de:

0.175x1073=175

Grafico 50. Precio sombra Departamento B.

bdo @) ANALISIS SENSIBILIDAD SOLUCION DE PL CON EXCEL-SOLVER MOLIN... ~

Insertar Dibujar Disefio Disposicion Referencias Correspondencia Revisar

L
e SOLVER EXEL PROTRAC CLASE - copia (version 1)[Recuperado automaticamente] - Excel 0 Adriano

chivo Inicio Insertar Disposicion de pagina Férmulas Datos Revisar Vista Ayuda Acrobat

1 ~ i Jfx | Microsoft Excel 16.0 Informe de sensibilidad
Al s C D 3
M_crosoft Excel 16.0 Informe de sensibilidad

Hoja de célculo: [SOLVER EXEL PROTRAC CLASE - copia.xlsx]M1 Y M2
Informe creado: 09/04/2023 05:25:16 p. m.

Celdas de variables

Final Reducido Objetivo Permisible Permisible
Celda Nombre Valor Coste Coeficiente Aumentar Reducir
SBS3  Cant. De producto M1 4.5 o S 3 2.333333333
$C$3  Cant. De producto M2 7 o a 3.5 1.5
Restricciones
Final Sombra Restriccién Permisible Permisible
Celda Nombre Valor Precio Lado derecho Aumentar Reducir
DSe  Deooro o Torall odol o 250 TS 150 A TEY?
DS7 Depto. B Total Ladolzquierdo 160 0.175 160 73.33333333 40 I
m oS v Pr—tT oS
$D$9 Horas de pruebas Total Ladolzquierdo 205 o 135 70 1E+30
SDS10 Total de unidades Total Ladolzquierdo 11.5 o S 6.5 1E+30

Informe de respuestas 2 Informe de sensibilidad 1 Informe de limi ***

Fuente: Gréafico obtenido de Excel

Que es el valor dado por el aumento de la utilidad de la funcidn
objetivo, al aumentar en una hora de produccién el galpén B.
Este es el concepto del Precio Sombra. Para Moore, J. H. &
Weatherford, L. R: “En general, el precio sombra de una
restriccién dada puede interpretarse como la razén de cambio
del VO a medida que aumenta el LD de dicha restriccién,
mientras todos los demas datos permanecen iguales” (2000).

Lo mismo significaria el precio sombra del galpdn A.
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Exportacion de atin en

conserva y costos de

materias primas

Contexto: Ecuador es un
actor clave en la
exportacion de atun en
conserva, especialmente
hacia Estados Unidos y

Europa.

Hecho anecdético: Un
anadlisis de sensibilidad
realizado por empresas
atuneras mostré que un
aumento en el costo del
pescado crudo (materia
prima) tenia un impacto
significativo en los
margenes de ganancia.
Esto llevd a las empresas a
invertir en flotas pesqueras
propias para reducir la
dependencia de
proveedores externos y
estabilizar los costos de

produccioén.

Investigacién de Operaciones |

Grafico 51. Precio sombra galpén A

x SOLVER EXEL PROTRAC CLASE - copia (version 1)[Recuperado automaticamente] - Excel /O

Archivo Inicio Insertar Disposicion de pagina Formulas Datos Revisar Vista Ayuda Acrobat

Al v i Jx | Microsoft Excel 16.0 Informe de sensibilidad

Al s ( D
Microsoft Excel 16.0 Informe de sensibilidad
Hoja de célculo: [SOLVER EXEL PROTRAC CLASE - copia.xlsx]M1Y M2
il Informe creado: 09/04/2023 05:25:16 p. m.

[l Celdas de variables

Final Reducido Objeti Permisibl Permisibl
Celda Nombre Valor Coste Coeficiente Aumentar Reducir
$BS3  Cant. De producto M1 4.5 0 5 3 2.333333333

SCS3 Cant. De producto M2 7 0 4 3.5 1.5

Pal Restricciones

Final Sombra  Restriccién Permisible Permisible

Celda Nombre Valor _Precio Lado derecho _Aumentar Reducir
SDS6 Depto. A Total Ladolzquierdo 150 0.15 150 90 47.14285714

DS7 Depto. B Total Ladolzquierdo 160 0.17.5 160 73.33333333 40
SDS8 Requerimiento de Mezcla Total Ladolzquierdo  -16.5 0 0 1E+30 16.5
SDS9 Horas de pruebas Total Ladolzquierdo 205 0 135 70 1E+30
SDS10 Total de unidades Total Ladolzquierdo 11.5 0 S 6.5 1E+30

——y

Fuente: Gréafico obtenido de Excel

0.150x1000=150.

Esto indica que, si aumentamos en una hora la produccién del
galpdén A, obtendriamos una utilidad de $175 délares, del
analisis de costos de produccién dependera la conveniencia de
producir o no producir en el galpén A, una hora mas.

En este mismo gréfico 51, observamos dos columnas mas,
Aumento y disminucidn permisible. Las mismas indican hasta
donde se puede aumentar o disminuir el recurso, sin que varie
el precio sombra.

En el caso del galpdn A, el recurso puede variar:
(1=150-47.18=102.82

1= 150+90=240

Indica que el recurso puede variar de 102.82 a 240.00 sin que
su utilidad por aumento de unidad de recurso cambie.

Al analizar la sensibilidad del recurso b, observamos que el

grafico9. Indica que el recurso puede aumentar 73.33 o
disminuir 40. Con lo que », puede
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) Celdas de variables
Final Reducido Objetivo Permisible  Permisible

Celda Nombre Valor  Coste Coeficiente  Aumentar Reducir
$B$3  Cant. De producto M1 4.5 [ 5 3 2.333333333
$C$3  Cant. De producto M2 7 0 4 3.5 1.5

P Restricciones

Final Sombra

Nombre Valor Precio Lado derecho Aumentar Reducir
150 015 150
160 0.175 160 /3.333333%
0S8 -10. 0 Y 1E+30 16.5
SDS$9  Horas de pruebas Total Ladolzquierdo 205 0 135 70 1E430
$D$10 Total de unidades Total L i 11.5 0 5 6.5 1E+30

Informe de respuestas 2 | [l

Nota: Gréfico obtenido de Excel

Variar entre 120 y 233.33. sin que su precio sombra de 160
cambie. "El rango de valores de LD dentro de los cuales el
precio sombra permanece constante se conoce como rango
permisible del LD. El rango apropiado aparece en el Informe
de sensibilidad bajo la seccidn titulada “Restricciones”, en las
columnas “Incremento permisible” y “Decremento permisible”
(Eppen & Ruiz, 2000)

Grafico 53. Coeficientes funcién objetivo c
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Celdas de variables
Final Reducido  Objetivo Permisible Permisible
Celda Nombre Valor  Coste Coeficiente Aumentar Reducir
$853 Cant. De producto M1 4.5 0 S 3 2.333333333
$C$3  Cant. De producto M2 7 0 4 3.5 15
Restricciones
Final Sombra
Celda Nombre Valor Precio Lado derecho Aumentar Reducir
$DS6 Depto. A Total Ladolzquierdo 150 0.15 150 90 47.14285714
SDS7 Depto. B Total Ladolzquierdo 160 0.175 160 73.33333333 40
SDS$8 Requerimiento de Mezcla Total Ladolzquierdo  -16.5 0 0 1E+30 16.5
SDS9  Horas de pruebas Total Ladolzquierdo 205 0 135 70 1E+30
$D$10 Total de unidades Total Ladolzquierdo 11.5 0 5 6.5 1E+30

[IPSERENP rforme de sensibilidad 1 [N

Fuente: Gréfico obtenido de Excel
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Impacto del costo de los

contenedores en las
exportaciones durante la

pandemia

Contexto: Durante la
pandemia de COVID-19, los
costos de los contenedores
maritimos se dispararon,
afectando gravemente las

exportaciones

ecuatorianas.

Hecho anecdédtico: Un
andlisis de sensibilidad
realizado por exportadores
de productos agricolas
mostré que un aumento
del 300% en los costos de
los contenedores hacia
inviable la exportacién a
ciertos mercados, como
Asia. Esto llevo a priorizar
mercados mas cercanos

(como América del Norte) y

a negociar tarifas
preferenciales con
navieras.
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Los valores de los coeficientes ¢, y c, de las variables de
decisién mi1 y wespueden variar dentro de los rangos indicados
en las columnas; Aumento y Disminucidén permisible del
grafico10, sin que el vértice que corresponde a la solucidn
Optima varie.

c, puede variar entre (4.5+3) y (4.5-2.33) esto es:

c, [2.17;7.5]y:

c, entre (7+3.5) y (7-1.5) esto es:

c,[5.5;10.3].

En el grafico 1. Se observa el resultado de Limites, con SOLVER.
Este indica entre que valores varia la utilidad cuando se aplican
las cantidades columnas

dadas por |las aumento vy

disminuciones méaximas de los coeficientes ¢ y c,.

Grafico 54. Coeficientes funcién objetivo ¢,

dado ( ) ANALISIS SENSIBILIDAD SOLUCION DE PL CON EXCEL-SOLVER MOLIN... v pe

Adriano Ramirez Galeano AR
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v i fr Margen Contrib. Unit. Ganancia
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Microsoft Excel 16.0 Informe de limites
PAll Hoja de célculo: [SOLVER EXEL PROTRAC CLASE - copia.xlsx]M1Y M2
Bl Informe creado: 09/04/2023 05:29:20 p. m.

Objetivo

7 Celda Nombre Valor

8 MMargen Contrib. Unit. Ganancia | $50.50

10

" Variable Inferior Objetivo Iuperior Objetivo

74 Celda Nombre Valor Limite Resultado Limite Resultado
$BS3 Cant. De producto M1 45 N2.1667 38.83 4.5 50.5
$CS$3 Cant. De producto M2 7 15 285 7 50.5

Fuente: Gréafico obtenido de Excel

6.6.-CONCLUCIONES

Lo principal es haber comprendido el término, ;Qué pasaria
si...?, pues nos ha permitido deducir a través de las tablas de
resultados de sensibilidad y de SOLVER, lo mismo que
observdbamos gréaficamente. Esto es si variamos Unicamente
un pardmetro a la vez como el de recursos y precios o costos,
cuanto aumentaria o disminuiria nuestro valor éptimo, y hasta
cuanto podriamos aumentar o disminuir ese valor, sin salirnos

194



Investigacién de Operaciones |

del vértice 6ptimo hallado. También observamos que no todo
estd dicho en el alcance de los resultados de SOLVER, uno de
ellos es el de precio sombra, permitiendo que la
administracion, pueda tomar decisiones mas profundas vy
eficientes.

6.7.-CUESTIONARIO
6.7.1.-VERDADERO-FALSO

1. Esunaherramienta exacta el andlisis de sensibilidad. (V)
(F)

2.  Semodificala pendiente cuando cambia el lado derecho
de una restriccion. (V) (F)

3. Se aumentan las oportunidades de que un modelo sea
beneficioso para la administracion al utilizar anélisis de
sensibilidad. (V) (F)

4. Alincrementar el lado derecho de una restriccion > esta
se torna mas inflexible. (V) (F)

5. Se puede mejorar el valor optimo VO de una PL,
sumando restricciones. (V) (F)

6.  Elvalor de holgura sera negativo si un punto no cumple
con la restriccion <. (V) (F)

7. El indice de cambio de VO cuando aumenta el lado
derecho de una restriccion se llama precio sombra. (V)
(F)

8. Con la finalidad de facilitar el encontrar la solucién de
una restriccion se puede modificar su lado derecho. (V)

(F)
6.7.2.-OPCION MULTIPLE

Perfeccionar un modelo de PL, significa:
a. Incrementar el VO en los modelos de maximizacion.
b. Decrementar el VO en los modelos de minimizacidn.

c. Tanto a como b.

El andlisis de sensibilidad en la PL:

a. Se refiere a los cambios en la funcién objetivo.
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b. Se refiere a los cambios en el lado derecho de las
restricciones.

c. Tanto a como b.

(a) (b)(c)

Los cambios en los coeficientes de la funcién objetivo afectan:
a. La regién factible.

b. Las pendientes de las restricciones.

c. La funcién objetivo.

d. Ninguna de las anteriores.

Los cambios en los recursos disponibles afectan:
a. La regidn factible.

b. Las pendientes de las restricciones.

c. La funcién objetivo.

d. Todas las anteriores.

6.7.3.-EJERCICIOS PROPUESTOS

13.- En una empresa de vajillas se realizan dos clases de
decorados. El duefio desea saber con qué combinacidon
maximizaria las utilidades.

Con las vajillas de decorado 1 se ganan $300 délares, y con las
vajillas con el decorado 2 se gana $210 ddlares, la diferencia
con la aplicacion del tinte para el decorado 2, es que requiere
una etapa mas de tinturado, de acuerdo con la siguiente tabla.

Etapas decorado

vajilla Etapa 1 | Etapa 2 | Etapa 3 | Etapa 4 | Etapa 5

Decorado 2 1 2 2 1
1
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Decorado 2 1 1 0 1
2

Los tiempos disponibles para cada etapa son:

Etapas decorado (horas-maquina) disponibles
por semana
Etapa 1 280
Etapa 2 190
Etapa 3 50
Etapa 4 50
Etapa 5 500

Plantear el problema como un modelo de programacién lineal.

Utilizar los andlisis de sensibilidad para estudiar los cambios en
la solucidon que se producirdn al pronosticarse las siguientes
situaciones:

-Se modernizaran los equipos del estampado 4, con lo cual se
incrementara a 100 horas.

-Se prevé el aumento del precio de las pinturas, por lo cual las
ganancias percibidas por cada juego de vajillas decorado 1
seran de 2% menos.

14.- Para el siguiente modelo de PI.
Z(Max) = 300X +100X_

20X1 + 10X2 <40
20X1 + 20X2 <60

XI,X2>0

-Solucionar graficamente, hallar la solucién éptima.

- ¢Para que la solucién éptima cambie en su totalidad, en
cuanto se debe incrementar el lado derecho de la segunda
restriccion?
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6.8.-GLOSARIO

Analisis paramétrico.

Sinénimo de anélisis de sensibilidad

Analisis de postoptimalidad.

Sinénimo de andlisis de sensibilidad.

Analisis de sensibilidad.

Anélisis del efecto de los cambios introducidos en varios
parametros sobre el modelo, en particular su efecto sobre la
solucion éptima y sobre el valor 6ptimo de la funcién objetivo.
Limites permisible de Lado Derecho.

Rango de valores de Lado Derecho sobre el que permanece
constante el precio sombra.

Limites de coeficiente objetivo.

Da los rangos de los coeficientes de funcién objetivo a través
de los cuales no sucede cambio alguno en la solucion éptima.

Precio sombra.

El precio sombra del Informe de sensibilidad de SOLVER

es la razén de cambio del valor 6ptimo a medida que aumenta
el Lado Derecho.

Valor objetivo 6ptimo (valor é6ptimo).

Valor éptimo de la funcién objetivo; es decir, el valor que
asume la funcién objetivo cuando es evaluada en la solucidon
6ptima. Se abrevia VO.

Variable de holgura o de excedente.

Se emplea para convertir una restriccion de desigualdad en
restriccién de igualdad.
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DUALIDAD

CAPITULO 7.
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George Dantzig, el
matematico e ingeniero
estadounidense conocido
como el "padre de la
programacion lineal", hizo
contribuciones
fundamentales al
desarrollo del método
simplex y al concepto de
dualidad en la
optimizaciéon. Aunque la
teoria detrds del dual en la
programacion lineal vya
habia sido explorada por
otros matematicos como
John von Neumann,
Dantzig fue quien
formalizé y popularizé su
aplicacién practica a través
del método simplex. Aqui
algunos hechos
anecdodticos relacionados
con su descubrimiento del
dual en la tabla simplex:

El problema del transporte
y la intuicién del dual

Dantzig  trabajaba en
problemas reales
relacionados con la
logistica y la planificacion
militar durante la Segunda
Guerra Mundial. En ese
contexto, se dio cuenta de
que cada problema de
optimizacion podia tener

un problema "dual"
asociado, que ofrecia una
perspectiva

complementaria.

Mientras desarrollaba el
método simplex, Dantzig
notd que las restricciones
de un problema de

programacion lineal
podian interpretarse de
manera dual como

variables, y viceversa.
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TEMA 7: OBTENCION DEL PRIMALY DEL DUAL

7.1.-OBJETIVOS

e Obtener el primal de un modelo matematico de un
problema de programacién lineal.

e Obtener el Dual, conocido el primal

e -nterpretar los resultados obtenidos del Dual

7.2.-INTRODUCCCION

Uno de los descubrimientos mas importantes durante el
desarrollo inicial de la programacidn lineal fue el concepto de
dualidad y sus importantes ramificaciones. Para Hiller vy
Lieberman: “Este descubrimiento revelé que, asociado a todo
problema de programacioén lineal, existe otro problema lineal
llamado dual.” (2000). Desde distintos puntos de vista las
relaciones entre el problema dual y el original (llamado primal)
son muy utiles. Por ejemplo, se verd que, en realidad, la
solucién optima del problema dual es la que proporciona los
precios sombra.

El anélisis de sensibilidad en programacion lineal y el método
simplex ofrece una perspectiva enriquecedora al permitir
evaluar como las modificaciones en los pardmetros afectan la
funcién objetivo. Esto resulta especialmente Util para tomar
decisiones informadas en escenarios dindmicos y optimizar
resultados en funcidn de los cambios observados.

La dualidad en la programacion lineal establece una relaciéon
intrinseca entre problemas de maximizacién y minimizacion.
Esto significa que cualquier problema de maximizacién tiene
un problema dual equivalente de minimizacién, y viceversa.
Esta propiedad permite analizar y resolver problemas desde
distintas perspectivas, simplificando los procedimientos vy
ofreciendo nuevas posibilidades al trabajar con la tabla
simplex. Ademas, se puede observar cémo la funcién objetivo
y las restricciones interactian al cambiar entre el problema
primal y su dual, lo que resalta la importancia del precio
marginal y la estructura matematica subyacente.
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El descubrimiento
accidental del dual

Segun relatos, Dantzig no
tenia inicialmente la
intenciéon de desarrollar
una teoria de dualidad
formal. Fue  mientras
trabajaba en la tabla
simplex que noté que los
valores de ciertas variables
contenian informacién
sobre un problema
relacionado, el cual mas
tarde identific6 como el
problema dual.

Este descubrimiento fue en
parte un subproducto de su
interés por simplificar los
calculos y hacer mas
eficiente el método
simplex.

El "regalo" de la dualidad

Una vez que Dantzig
comprendié la relacidn
entre el problema primal y
el dual, lo describié como
un  "regalo" que Ia
naturaleza matematica le
habia dado. La dualidad no
solo simplificaba los
calculos, sino que también
ofrecia interpretaciones
econdmicas vy fisicas de los
problemas de
optimizacion.

Aplicaciones inesperadas
del dual

Dantzig se sorprendio al
descubrir que el dual no
solo era util para verificar
soluciones optimas, sino
también para interpretar
los resultados de manera
practica. Por ejemplo, en
problemas econémicos, las
variables duales podian
interpretarse como precios
sombra o costos
marginales.

La influencia de von
Neumann

Aunque Dantzig desarrolld
el método simplex de
forma independiente, tuvo
una conversacion con John
von Neumann, quien ya
habia trabajado en la teoria
de juegos y la dualidad.
Segun Dantzig, von
Neumann le explicé que su
trabajo estaba relacionado
con la teoria de juegos y el
famoso teorema minimax.
Esta conversacion inspird a
Dantzig a profundizar en la
teoria dual desde wuna
perspectiva mas tedrica.
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7.3.-EJERCICIO PROTOTIPICO 2
INDUSTRIAS JARAMILLO

INDUSTRIAS JARAMILLO(IJ), produce dos lineas de molinos
para mineria. Una de sus lineas de productos, llamada Molinos
Chilenos, se utiliza de manera primordial en aplicaciones de
trituracién liquida. La otra linea, denominada molinos de bolas,
estd destinada a la trituracion de material en seco. Las M1y M2
son hechas en los mismos galpones y con las mismas
herramientas. Las predicciones econdmicas indican que se
podrian vender normalmente todas las M1 y M2 que se
fabriquen. Se desea pronosticar cuantas M1 y M2 se deben
fabricar para obtener méaximas ganancias. La gerencia tiene
que recomendar ahora una meta de produccién para el mes
proximo.

Los datos de |J

La toma de esta decisidon requiere la consideracion de los
siguientes factores importantes:

1. El margen de contribucién unitaria de |J es de $5000 por
cada m1 vendido y de $4000 por cada .

2. En cada galpdn pasan por mecanizado cualquier M1 o M2.

3. El galpén A dispondra el préximo mes de 150 horas vy el
galpdén B de 160 horas. En el galpédn A, cada M1 necesita 10
horas de mecanizado y cada M2, 15 horas. En el galpdn B, cada
M1 necesitara de 20 horas de mecanizado, y cada M2 ,10 horas.
Estos datos aparecen resumidos en la tabla 12.

4. Las pruebas de los M1 y M2, seran realizadas en un galpdn
independiente, manejado por el sindicato de trabajadores,
quien exige no menos de 135 horas, para sus trabajadores, los
cuales gastan 30 horas en cada M1y 10 horas por cada M2. Esta
informacion se resume en la tabla 13,

5. El directorio como una medida de posicionamiento en el
mercado deberé fabricar por lo menos una m1 por cada tres .

6. Un distribuidor importante ha pedido para el siguiente mes
5 equipos sin importar cuantos son M1 y cuantos son M2.
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Su modestia sobre el
descubrimiento

A pesar de la importancia
de la dualidad en la
programacion lineal,
Dantzig  siempre  fue
humilde respecto a su
contribucién. Solia decir
que simplemente "siguid
las matematicas" y que el
concepto de dualidad ya
estaba implicito en las
formulaciones
matemdticas previas.
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Se desea determinar la produccién de M1 y M2 que
maximizaria las ganancias

Tabla 44. Datos de maquinado de IJ

HORAS
GALPON POR m1 POR e TOTAL,
DISPONIBLE
A 10 15 150
B 20 10 160
Fuente: elaboracion propia
Tabla 45. Datos de prueba de IJ
1w 1 Horas totales
requeridas

Horas de 30 10 135

prueba
Fuente: elaboracion propia
SOLUCION ANALITICA
MODELO MATEMATICO
DATOS
VARIABLES DE DECISION
mi=Molino Chileno
«»=Molino de Bolas
i by v gy ass wwe  VARIABLES TECNICAS
[ b, b, b, b, RECURSOS

FUNCION OBJETIVO MAXIMIZAR

Z(Max) = 5000M1 +4000M2 = UTILIDAD

Sujeto A:

mi1+M2>5 Restriccion de produccion minima

Mm1-3M2<0 Restriccion de balance de posicién en el mercado
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La dualidad en la industria
del transporte:

El caso de las aerolineas

Episodio: Una  aerolinea
importante estaba
optimizando la asignacion
de aviones a rutas para
maximizar las ganancias.
En el problema primal, se
buscaba asignar los
aviones de manera
eficiente, considerando
restricciones como la
capacidad de los
aeropuertos y la demanda
de pasajeros.

Descubrimiento  dual: El
problema  dual reveld
elvalor sombrade cada
restriccion, mostrando
cuanto  aumentaria la
ganancia si se pudiera
aumentar la capacidad de
un aeropuerto especifico.
Esto llevd a la aerolinea a
negociar tarifas mas bajas
con ciertos aeropuertos
clave para aumentar su
capacidad de operaciones
en esos lugares.

Investigacién de Operaciones |

10M1+15M2< 150 Restriccion de Capacidad del Galpén A
20m1+10M2<160 Restriccion de Capacidad del Galpén B

s3omi+10M2>135  Restriccion minima cantidad de horas para

pruebas
Mi>0; M2>0 Restricciones de no negatividad

Grafico 55.

Valor optimo vertice 4

A/ % reQlonféctlbl\e(eglonfactlble @&
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Fuente: Gréfico obtenido de GEOGEBRA

A Lasinecuaciones con >, se les agrega una variable de holgura
-S.

J
M1 +M2—Sl =5
M1 —-3M2 +S2 =0
10M1 + 15M2 + 83 =150
20M1 + 10M2+S4= 160
30M1 +10M2 — S5 =135

La solucién 6ptima se encuentra en la interseccién de las rectas:

10M1 + 15M2 =150

20M1 +10M2 =160

Donde
(Mll ‘“I‘“’) = (451 7)
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Optimizacién agricola:

El valor dual del agua

Episodio: En una regidn
agricola, los agricultores
utilizaban  programacion
lineal para decidir qué
cultivos plantar y en qué
proporciones,

maximizando las ganancias
dadas las restricciones de

agua y tierra disponibles.

Descubrimiento  dual: El
analisis dual mostré
elvalor econdémico del
agua (es decir, cuanto
aumentaria la ganancia si
se dispusiera de mas agua).
Esto llevo a los agricultores
a invertir en sistemas de
riego mas eficientes y a
reestructurar acuerdos de
distribucién de agua entre

ellos.

Investigacién de Operaciones |

y:
Z(max.) = $5.000 (4.5) + $4.000 (7)
Z(max.) = $50.500

La pregunta que nos haremos, y que se responderé a través de
una soluciéon DUAL, es:

¢Cuanto es lo minimo que 1J, estaria dispuesto a recibir por
la venta de sus recursos 5 , estimando de esta forma cual

seria la actividad mas rentable, vender o producir?

Este analisis se puede realizar por medio de la técnica dual,
para lo cual serd necesaria la formulacién de este modelo, a
partir del anterior.

“En consecuencia, con el problema primal en la forma de
maximizacién, el problema dual estd en la forma de
minimizacién. Aun mas, el problema dual usa exactamente los
mismos parametros que el problema primal, pero en diferentes
lugares”(Frederick S. Hiller and Gerald J. Lieberman, 2000)

Si el modelo primal es de maximizacién, entonces el modelo
dual es de minimizacién. Se sabe que lo minimo que IJ esta
dispuesto a recibir por la venta de recursos es $50.500
(Zprimal = Zdual). Pero, jde qué forma los recibe? Para
explicar este andlisis hay que recordar que antes de pasar a un
modelo dual es necesario normalizar el modelo primal, es
decir, todas las restricciones deben ser < en maximizaciény =
en minimizacion.

En consecuencia, con el problema primal en la forma de
maximizacién, el problema dual estd en la forma de
minimizacién. Ain mas, el problema dual usa exactamente los
mismos parametros que el problema primal, pero en diferentes
lugares, tal como se resume a continuacion.

1. Asigne una variable dual por cada restriccion primal.
2. Construya una restriccion dual por cada variable primal.

3. Los coeficientes de restriccién (columna) y el coeficiente
objetivo de la variable primal j-ésima definen respectivamente
los lados izquierdo y derecho de la restriccién dual j-ésima.

4. Los coeficientes objetivo-duales son iguales a los lados
derechos de las ecuaciones de restriccién primales.
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Fabricacion de acero:

El costo de los recursos

Episodio: Una empresa
siderurgica utilizaba
programacion lineal para
minimizar los costos de
produccion al fabricar
diferentes tipos de acero con
restricciones de materias
primas y capacidad de las

maquinas.

Descubrimiento dual: El
problema dual mostré que el
recurso mas critico era el
carbdn de alta calidad, ya que
su valor sombra era mucho
mayor que el de otros
materiales. Esto llevé a la
empresa a renegociar
contratos con proveedores
de carbdn para asegurar un
suministro estable, incluso a
un costo ligeramente mayor,
ya que el impacto en la

produccion era significativo.

Investigacién de Operaciones |

5. Una forma facil de recordar el tipo de restriccién en el dual
(es decir, < 0 =) es que si el objetivo dual es de minimizacién
(es decir, apunta hacia abajo), entonces todas las restricciones
seran del tipo = (es decir, apuntan hacia arriba). Lo opuesto
aplica cuando el objetivo dual es de maximizacidn.

Por lo que ahora se tienen las siguientes relaciones generales
entre los problemas primal y dual. Los pardmetros de una
restricciéon  (funcional) en cualquier problema son los
coeficientes de una variable en el otro y los coeficientes de la
funcién objetivo en un problema son los valores del lado
derecho en el otro.

PRIMAL

Z(Max) = 5000M, + 4000M,
Sujeto A:

~M, M, <5

M, —3M, <0

1M, +15M, <150

20M +10M, < 160

—30Ml - IOMZS =135

M3>0 . M>0
1 HE

DUAL
Z(Min) = — SYl + (O)YZ + ]50Y3 + 160Y4 - 135Y5
Sujeto A:
~Y, +Y,+10Y_+20Y,~30Y_> 5000
—Y, = 3Y,+15Y +10Y,~ 10Y_>4000
Y, Y, Y, Y, Y, >0

Respecto a este modelo, por tener cinco variables v, v, v, v,
Y, , es imposible de solucionar por el método gréfico; Asi que

usaremos las relaciones de las tablas 6ptimas del primal y del
dual para su solucidn.

La table Simplex inicial seréa:
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Logistica y cadenas de

suministro:

El valor de los almacenes

Episodio: Una empresa de
logistica estaba optimizando
su red de distribucién para
minimizar los costos de
transporte desde sus
almacenes a los puntos de

venta.

Descubrimiento dual: El
andlisis dual revelé que
ciertos almacenes eran
significativamente mas
valiosos que otros en
términos de su contribucion
a la reducciéon de costos
totales. Esto llevd a la
empresa a cerrar almacenes
menos estratégicos y a
invertir - en ampliar los
almacenes con mayor valor

dual.

Grafico 55.

Tabla Simplex1 PRIMAL

Investigacién de Operaciones |

Coefici | Varia | Coefici
ente ble ente
Basico | Basic | Basicos Prueba
C a v 5000 | 4000 (O | O[O ]| O - | - | Recu | factibil
No G|G| mo 1dad
Basicos B, D,
CJ
Variabl
es m | a2 | S| S, S S, K|K
Basicas
v
No
Basicas
-G ' 1 1 -|l0]0]0 110 5 5
1
S, 1 -3 0|1]0][0 00 0 0
S, 10 15 ojofj1]o0 00 150 135
0 S, 20 10 0ljof0]1 0] 0 160 8
-G K, 30 10 0ojofjo]o0 01 135 45
31G | -11G
7«,- GlOo|o| O - -
G| G| -140
5000 | 4000 G
Prueba Optimalidad +31 +11 I I 0|0
C,-7, G G |G

Fuente: Gréfico adaptado segun Eppen,Gould y Schmidt, 1993.

La tabla Simplex final sera:
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Grafico 56.

Tabla solucién Optima PRIMAL

Investigacién de Operaciones |

Cokase
ene
Cohafici | Varia | Basices | 50 | 40 olo| o Prusba
gate ble ¥ 00 | 00 Recu | factibil
Basico | Basic No 120 idad
(‘i E Basicos B, 2,
c,
Vaniable
s | Mr| a2 S S| s, :
Basicas
y
No
Basicas
4000 M2 o1 oo | - 7
0.0
5
5000 M1 1|0 o - o0 45
0. | 75
05
0 5, oo 1o ] - 165
35| 02
25
0 S5, oo of - [ 17 70
0.| s
5
0 5, ) oo | o0 6.5
05 | 25
Z 50 | 40 01517
00 | 00 0
Prueba OptimalidadC =7 [ 0 [ 0 o - - 5030
15 | 175 0
0

Fuente: Gréfico adaptado segun Eppen,Gould y Schmidt, 1993.

Usando esta tabla de soluciéon Optima del

el DUAL.

PRIMAL,
procederemos a construir directamente la Tabla Optima para

Utilizaremos los siguientes gréaficos (Gréafico 2 y Grafico 3) de
correspondencias para construir directamente la tabla DUAL
(tabla 5) de la PRIMAL (Gréfico 3).
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Problema dual

Una nueva programacion
lineal derivada del primario
segin un conjunto de
reglas de trasformacion.

Variables duales

Las variables del problema
dual. El valor 6ptimo de la
variable dual i-esima es la
razén del aumento del
valor optimo al aumento
del  j-esimo  segundo
miembro.

Energia:

El costo real de Ia

electricidad

Episodio: En un mercado de
energia, una empresa estaba
optimizando la generacién
de electricidad a partir de
diferentes fuentes
(renovables y no renovables)
para satisfacer la demanda al

menor costo posible.

Descubrimiento dual: El
analisis dual mostré el costo
marginal de la electricidad en
diferentes momentos del dia.
Esto permitié a la empresa
disefiar tarifas dindmicas
para los  consumidores,
incentivando el wuso de
electricidad en horarios de
menor demanda y
reduciendo la presion en la
red eléctrica durante las

horas pico.

Tabla 57.

Investigacién de Operaciones |

Correspondencia Tabla solucién Optima PRIMAL a DUAL

PRIMAL Corresponde | DUAL
a:

VARIABLES |, —) | S VARIABLES
BASICAS | .. —) |5 NO

s, E— |y BASICAS

S, EE—— Y;

s, ) Y,
VARIABLES | s, — | Y VARIABLES
NO s, — |y, BASICAS
BASICAS

Fuente: elaboracion propia

Tabla 58.

Correspondencia Tabla solucién Optima PRIMAL a DUAL

bésica cz
J

PRIMAL Corresponde a: DUAL
a Transpuesta y con signo | &;
contrario
variable basica B, | correspondiente variable no

variable
basica Cr

no

correspondiente

variable basica

B.

Fuente: elaboracion propia

En el modelo dual no se usan las variables artificiales k,

quedando:
Tabla 59.

Tabla optima DUAL

Cohefici | Varia | Cohefici -

ente ble ente -5 0 1310 0 Rec

Basico Basic | Basico 5

Ci a CJ Yl Yz Ys Sl Sz o8

150 Y, 0.0 252 1. 10.0 85 150
5 75 | 75

160 Y, 00 |0 0O |0 0. [ 175
25 05
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Comercio minorista:

Precios dinamicos y

estrategias de descuento

Episodio: Una cadena de
supermercados utilizaba
programacion lineal para
determinar  los  precios
éptimos de los productos,
maximizando las ganancias
mientras cumplia con
restricciones de inventario y

demanda.

Descubrimiento dual: El
problema dual mostré que
ciertos productos tenian un
impacto desproporcionado
en las ganancias totales
debido a su relaciéon con
otros articulos (productos
complementarios). Esto llevd
a la empresa a ajustar sus
estrategias de descuento,
ofreciendo promociones en
productos clave para
aumentar las ventas de toda

la categoria.

Investigacién de Operaciones |

A ) -

J 11. 116120 |, ¢ |7 | coep
5 5 5 0

Prueba Optimalidad ¢,-z, | 6.5 ;6' 70 |45 |7

Fuente: elaboracion propia

DUAL

Z(Min) = — 5Y + (0)y_+ 150Y, +160Y, —135Y,

Sujeto A:

=Y +Y_+10Y_+20Y —30Y_25000
1 2 3 4 5

=Y —3Y_+15Y_+10Y —10Y_24000
1 2 3 4 5
Yl Y2 Y3 ﬁ:q Y5 2 0

Cuando analizamos sensibilidad de este mismo problema, se
estudio el caso en el que se variaba en una unidad la capacidad
de un recurso B, para ver cdmo era afectada la utilidad Z (max),
a esto se le denomino Precio Sombra, costo marginal y ahora
lo denominaremos PRECIO DUAL, en relacion con que el valor
obtenido es el mismo que el de la solucién para las variables
duales v. Esto mismo nos permite responder a la pregunta

planteada por el problema, ya que la solucién dada por las
variables duales es el precio minimo al que venderiamos este
recurso B, , si lo pusiéramos en el mercado. Asi que si una hora

de produccién del departamento A o B, no tiene un precio de
$150,00 o $175,00 ddlares respectivamente, no es rentable,
por lo que seria mejor continuar produciendo molinos.

7.4.-CONCLUSIONES

La relacion entre el problema primal y el dual en la
programacién lineal es fundamental, ya que ambos estan
estrechamente vinculados. A partir del ejemplo del molino de
bolas, se destacd cdmo transformar un sistema de inecuaciones
en igualdades para desarrollar el modelo primal.
Posteriormente, al derivar el modelo dual estandar, se pudo
comprobar que este enfoque puede reducir el nimero de

ecuaciones, optimizando el uso de recursos computacionales.
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Investigacién de Operaciones |

Un aspecto clave identificado es que las variables duales
representan los precios marginales, denominados en este
contexto como precios duales. Estos valores son esenciales en
los analisis de sensibilidad y son reportados por herramientas
como SOLVER bajo ese término. Ademas, en la construccién
del modelo dual no fue necesario incluir variables artificiales, lo
que simplificé el proceso considerablemente.

En conclusidon, existe una conexidn tan estrecha entre el
problema primal y el dual que la solucién éptima de uno
permite obtener automaticamente la solucién éptima del otro.
Este vinculo no solo facilita la resoluciéon de problemas, sino
que también optimiza el andlisis y la interpretacién de
resultados en programacion lineal.

El descubrimiento del dual en la tabla simplex no fue un evento
planeado, sino una consecuencia natural del trabajo de Dantzig
en problemas practicos de optimizacién. Su capacidad para
conectar conceptos tedricos con aplicaciones reales lo
convirtié en una figura clave en la historia de las matematicas
aplicadasy la ingenieria.

7.5.-CUESTIONARIO
7.5.1.-VERDADERO-FALSO

1. ;Si el ejercicio dual tiene los parédmetros Cj - Zj
negativos, entonces el primal serd de maximizacion? (V)
(F)

2. En un primal, el nimero de variables Xi en la funcién
objetivo esigual al nimero de variable Yi del dual. (V) (F)

3. Los Cj - Zj del modelo dual son Los Bi del problema
primal. (V) (F)

4. El valor informético del estudio del dual, se vincula al
hecho de que se puedan hallar al mismo tiempo su
primal y su dual. (V) (F)

5. En el dual y el primal las variables artificiales son las
mismas. (V) (F)

6. Enelduallos Bide las variables no basicas son los Cj - Zj
del primal. (V) (F)

7. Si el ejercicio posee una gran cantidad de restricciones,
entonces es mas eficaz resolver el dual que el primal de
este ejercicio. (V) (F)
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10.

Investigacién de Operaciones |

En ciertos ejercicios la solucion del dual presenta menos
dificultades que el primal, al realizarse menos
iteraciones. (V) (F)

Se produce una deducciéon econémica mas sugerente al
utilizar los valores éptimos de las variables duales. (V) (F)
En ocasiones la aplicacién de la dualidad permite evitar
el uso de variables artificiales. (V) (F)

7.5.2.-OPCION MULTIPLE

El resultado de la funcién objetivo del dual es:

a. Del primal el Zj

b. Si es de maximizacién mayor que el Zj del primal

c. Si es de minimizacion del primal, es menor tanto a como b

En el primal las variables basicas son:

a. Del dual las variables bésicas

b. Del dual las variables artificiales

c. Del dual las variables no bésicas

d.- Todas las anteriores

En el primal las variables de holgura son:

a. Del dual las variables no basicas

b. No son tomadas en cuenta

c. Del dual las variables bésicas

d.- Ninguna de las anteriores

Las restricciones en un primal que se le saca el dual tienen que

ser:

a. Menor o igual

b. Mayor o igual

c. De igualdad no determinada.
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Investigacién de Operaciones |

d.- Todas las anteriores

7.5.3.-EJERCICIOS PROPUESTOS

Hallar el Dual en cada uno de los siguientes ejercicios.

15.- Un trapiche produce melaza y panela en unidades de 50
kilos. La produccién de melaza més 8 unidades es mayor o igual
que el doble de la producciéon de panela. También se da que
la produccién de 36 unidades es igual o mayor que el triple de
la produccién de panela mas el doble de produccién de
melaza. Al salir al mercado cada unidad de melaza se
comercializa en $16 délares y cada unidad de panela en $4
ddlares. Si se quiere maximizar ganancia se debe hallar el
nimero de unidades a producir de panela y de melaza
respectivamente.

16.- Un taller de ropa produce ternos y vestidos de dama, para
producir un terno se requieren 2 m2 de tela de pafio,y 1 m2 de
tela de algodén, y para sacar un vestido se necesitan 2m2 de
panoy 2 m2 de algoddn, El taller cuenta con 160 ms de tela de
pafio y 240 m2 de tela de algoddn, Si los ternos se venden en
$100 ddlares y los vestidos en $200 dodlares, ;Cuél debe ser la
produccion de ternos y vestidos para maximizar el beneficio?

17 .- Se desea mezclar dos productos X1y X2, para desarrollar
una dieta para pollos, cuyo contenido minimo de vitaminas
debe ser de 4 mg de vitamina B1, 6 mg de vitamina B2, 60 mg
de vitamina B3, y 4 mg de vitamina B5. El precio por kilo de X1
es de $0.20 ddlares y el de X2 es de $0.30 ddlares. El valor
vitaminico de X1y X2 se da en la siguiente tabla:

B1 B2 B3 B5
X1 2 2 40 4
X2 2 6 15 1

;i Coémo se deberia realizar esta mezcla para minimizar costos?
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Investigacién de Operaciones |

18.- FERTIAGRO produce dos fertilizantes usando como bases
dos mezclas con la composicién de N, P, Ca, Ceniza indicada
en la siguiente tabla:

N(%) P(%) Ca(%) CENIZA(%)
MEZCLA 1 5 5 10 80
MEZCLA 2 5 10 5) 80

FERTIAGRO dispone de las siguientes cantidades de N, P, Ca'y
Ceniza a los siguientes precios:

N(%) P(%) Ca(%) | CENIZA(%)
Cantidad 1100 1800 2000 ilimitada
(Ton)
Precio($/Ton) | $2000 $800 $1600 $100

FERTIAGRO, saca al mercado la Mezcla 1 a un precio de $715
la tonelada, y la mezcla 2 a $690 la tonelada, ;Cémo debe
realizar las mezclas FERTIAGRO, para obtener la maxima
ganancia?

19.- Productos DELAURY necesita un préstamo de $1000000
de ddlares para modernizar maquinaria, en el mercado de
capitales a encontrado dos fuentes de préstamo, con las
siguientes condiciones:

PUNTO 1 PUNTO 2 PUNTO 3

FUENTE 1($) | 700000 200000 4800000

FUENTE 2($) | 250000 250000 1250000

El interés de oportunidad de DELAURY es de 0.22.
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Los socios de DELAURY imponen las siguientes condiciones de

pago:

PUNTO 1 | PUNTO 2 PUNTO 3
DELAURY(Maximo | 400000 2000000 9200000

pago)

Buscar la manera de optimizar el préstamo a las dos fuentes sin
exceder las restricciones.

20.- Jorge Castro tiene para invertir $1000000. Quiere realizar
inversiones en dos tipos de bonos B1y B2. Los B1 tienen mas
riesgo, pero dan 15% de beneficio, y las B2 son menos
arriesgadas, pero solo dan el 8%. Jorge decide entonces
invertir maximo $600000 en B1, y como minimo $400000 en
B2, también desea que lo realizado en B1 sea por lo menos lo
mismo que la inversién en B2. ; Como deberia invertir para que
Su ganancia se maximice?

7.6.-GLOSARIO

Forma estandar para restricciones de igualdad

La forma del modelo de programacién lineal que se resuelve
mediante computadora.

Precio dual

El i-esimo precio dual en los resultados impresos de la
computadora es la razén de mejoria del valor éptimo cuando
se aumenta el segundo miembro.

Problema dual

Una nueva programacién lineal derivada del primario segin un
conjunto de reglas de trasformacion.

Problema primario
La programacién lineal original.
Variables duales

Las variables del problema dual. El valor 6ptimo de la variable
dual i-esima es la razén del aumento del valor éptimo al
aumento del j-esimo segundo miembro.
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CAPITULO 8. DUALIDAD

Tema 8. PROBLEMA DUAL APLICADO A LA
ECONOMIA
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Industria automotriz:

El valor de la capacidad de

produccion

Episodio: Un fabricante de
automoviles estaba
optimizando la asignacion de
recursos entre diferentes
plantas para maximizar la

produccion de vehiculos.

Descubrimiento dual: El
problema dual revel6 que la
planta con mayor valor dual
era la mas critica para la
produccion total. Esto llevo a
la empresa a priorizar
inversiones en esa planta,
como la modernizacién de
equipos y la capacitacion de
empleados, para aumentar

su capacidad.

Investigacién de Operaciones |

8.1.-OBJETIVOS:

-Obtencién precios duales.
- Relacién Soluciones primal-dual frente a los costos de
oportunidad del mercado

8.2.-INTRODUCCION:

Analisis Econémico

Al tener que ver los problemas de programacion lineal con la
actividades
competitivas, el concepto de dualidad toma para los
economistas una interpretacién Gtil mas sencilla. Esta

asignacién de recursos limitados entre

interpretacion denominada PRIMAL; donde X, es el nivel de la
actividad j, ¢, es la ganancia unitaria de la actividad o el precio

de venta o el costo unitarios de la actividad j; B, es la cantidad
de recurso i disponible, y a es la cantidad de recurso i usada

para cada unidad de actividad j. Si este primal es un problema
de maximizacién normal, las variables del Dual obtenidas se
relacionaran entonces con el valor de los recursos que tiene
disponibles el tomador de decisiones. Por lo que las variables
del dual recibiréan el nombre de precios sombra de los recursos,
o precios duales.

Para comprender la relevancia econdmica del analisis dual, es
fundamental examinar los diversos aspectos econémicos que
los componentes de los modelos representan los modelos
primal - dual. Estos aspectos permiten identificar relaciones
clave y optimizar recursos en distintos escenarios econémicos,
contribuyendo asi a una mejor toma de decisiones y al disefo
de estrategias mas eficientes.

En este orden de ideas se explicaran dicho significado en forma
detallada en el ejemplo dado a continuacidn.

8.3.-Problema prototipico COOPERATIVA NUEVOPILO

Cooperativa NUEVO PILO, tiene dos proyectos de inversidn. El
proyecto 1 tiene que ver con la fabricacién de articulos de
pesca (atarrayas), y el proyecto 2 con la fabricaciéon de
(piraguas).

Los proyectos tienen los siguientes flujos de dinero por unidad
fabricada (Tabla 46).
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Finanzas y portafolios de

inversion

Episodio: Un banco estaba
utilizando programacion
lineal para optimizar su
portafolio de inversiones,
maximizando el retorno

esperado mientras

minimizaba el riesgo.

Descubrimiento dual: El
andlisis dual mostré el costo
de oportunidad asociado a
las restricciones de liquidez.
Esto llevd al banco a
flexibilizar ciertas
restricciones, como
aumentar ligeramente el
riesgo  aceptable, para

obtener mayores retornos.

Investigacién de Operaciones |

La fabricacién de cualquiera de los productos toma un mes, y
la venta se realiza al mes siguiente de su fabricacién. En el caso
especifico de las piraguas el costo total de fabricacién es de
$200 délares por unidad, de las cuales $100 délares se deben
pagar de inmediato, para comprar la materia prima, y los
restantes $100 ddlares al final del mes. En el caso de los
articulos de pesca (atarrayas) se debe pagar $25 ddlares de
inmediato y $100 ddlares al final del mes. La cooperativa usa
una tasa de interés de oportunidad de 2% mensual.

Al momento la cooperativa dispone de $2.400 ddlares, y
dentro de un mes dispondra de $4.000 délares. Por otro lado,
el dinero que no se utilice de forma inmediata no podréa ser
ahorrado para dentro de un mes. El precio de venta es $362.09
délares y $190.43 ddlares para las atarrayas y las piraguas,
respectivamente.

Utilizando esta informacion:

-Formule el modelo de programacion lineal.

-Halle la solucién utilizando el método gréfico y el método
simplex.

-Solucién del dual gréficamente y utilizando el método simplex,
y haga el andlisis econémico del problema dual y sus
componentes.

- ;Qué importancia tienen las soluciones primal-dual frente a
los costos de oportunidad del mercado?

8.4.-SOLUCION
8.4.1. --Solucion PRIMAL

-La cooperativa NUEVO PILO intentard encontrar el nimero de
atarrayas y piraguas que se deben fabricar, por lo que para
maximizar el valor presente neto total, es fundamental
considerar las restricciones de capital tanto en el presente
como en el futuro cercano. Esto implica descontar las
cantidades futuras a su valor presente mediante una tasa
adecuada. Al realizar los célculos intermedios, se debe priorizar
la asignacion eficiente de recursos disponibles para obtener el
mayor rendimiento posible, teniendo en cuenta las limitaciones
iniciales y las que puedan surgir dentro de un mes. Esto se
observa en el siguiente esquema de flujo de dinero.
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Tabla 46.
Flujo de dinero
productos actual 1 mes 2 meses
atarraya $100 $100 $362.09
piragua $25 $100 $190.43

Fuente: elaboracion propia

Valor presente neto:
Atarrayas:
VPN (0.02) =-(100) -(100/1.02) +(362.09/ (0.02) A2) =150

Piraguas:
VPN (0.02) =-(25) -(100/1.02) +(190.43/ (0.02) ~A2) =60

$150y $60 son los délares en valor presente neto de los valores

futuros (inversiones al mes e ingresos a los dos meses).

MODELO MATEMATICO

Definicién de variables:
A: cantidad de atarrayas (unidades)
P: cantidad de piraguas (unidades)

Funcidn objetivo
Z(max)=150A+60P

Sujeto a:

100A+ 25P< 2400 (Maxima cantidad actualmente
disponible)

100A+ 100P< 4000(Cantidad maxima de capital
disponible en un mes)

A, P = 0 restricciones de no negatividad.
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Solucién grafica.
Grafica 60.
Solucién grafica PRIMAL

@_’

o)
1]

(max) = 150 A + 60 P

VerticeOptimo
(18.667;21,333)

BB e

Fuente: Gréfico obtenido de GEOGEBRA

La solucidn grafica nos da una produccion de 18.667 atarrayas

y de 21.33 piraguas, con una utilidad maxima de:

Z(max)=150A+60P
Z (max)=150(18.667) + 60 (21.33) =4080
Max utilidad= $4080 délares= (valor presente neto total)

Solucién Analitica

Funcion objetivo
Z (max) =150 A + 60 P +(0)S1+(0)S2

Sujeto a:
100A+ 25P+S1 = 2400

100A+ 100P +S2 =4000
A,P20

Aplicando la tabla simplex (método simplex) Grafica 61, a este
problema:
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Grafica 61.

Tabla simplex 1 PRIMAL
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Coeficiente

Basicos y

Coeficien No Bési 150 60 o
o Basicos
- Prueba
e Variable c Recurso factibilidad
Basi Basica J >
aéxco Variables ' i
Basicas y A P Sl
No Basicas
-0 s 100 25 -1 2400 24
1
o s 100 100 o] 4000 40
1
z

J
Prueba Optimalidad C, — Z,

50

60

Fuente: Gréfico adaptado segun Eppen,Gould y Schmidt, 1993.

.
Grafica 62.
Tabla simplex 2 PRIMAL
Cohsficients
Cobeficie | Variabl Basicos y 150 60 0 0
nte e No Basicos
ﬁgéigg Basica C Recurso Prueba
\ 1 B, factibilidad
Variables ;
Basicas v A P S 1 S >
No Basicas
150 A 1 025 | oo1 0 24 96
0 S, 0 75 15 1 1600 2133
Zj 150 375 -1.5 0
Prucba Optimalidad C —Z 0 225 0 0 3600

Fuente: Gréafico adaptado segun Eppen,Gould y Schmidt, 1993

Grafica 63.

Tabla simplex 3. Solucién éptima. PRIMAL

Coheficiente
Basicos y
o 150 | 60 0 0
Coheficiente Variable No Basicos Prueba
Basico . C Recurso | factibilidad
= Basica 1 B 17,
i Variables 1 i
Basicas y A P Sl SZ
No Basicas
150 A 1 0 0.013 0.013 18.667 96
60 P 0 1 0613 00'13 21.33 21.33
Z, 150 | 60 | 1.2 0.3
FENURT] 5 4080
Prueba Optimalidad Cj - LJ 0 0 -1.2 -0.3

Fuente: Gréfico adaptado segun Eppen,Gould y Schmidt, 1993.
El valor presente neto total es igual a $4.080 ddlares.

A = 18.667 atarrayas que se deben fabricar y vender.

P = 21.3333 piraguas que se deben fabricar y vender.
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Telecomunicaciones:

Asignacion de ancho de

banda

Episodio: Una empresa de
telecomunicaciones estaba
optimizando la asignacion de
ancho de banda entre
diferentes clientes y servicios

para maximizar los ingresos.

Descubrimiento dual: El

problema  dual  mostré
el valor marginal del ancho
de bandapara diferentes
segmentos de clientes. Esto
llevé a la empresa a ajustar
sus precios y priorizar a los
clientes mds  rentables

durante picos de demanda.
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Este valor es exactamente, el mismo que obtuvimos en la

solucién grafica (grafico 60).

8.4.2.--Solucién DUAL

-Ahora hallaremos el DUAL del problema, y resolveremos este

dual gréfica y analiticamente

Tabla 47.

Correspondencia Tabla Optima PRIMAL a DUAL

PRIMAL Corresponde DUAL
a:
VARIABLES e S VARIABLES
BASICAS — S NO
BASICAS
VARIABLES E— Y VARIABLES
NO — Y BASICAS
BASICAS

Fuente: elaboracion propia

Tabla 48.

Correspondencia Tabla Optima PRIMAL a DUAL

PRIMAL Corresponde a: DUAL
a, Transpuesta y con signo a
contrario
variable basica B, correspondiente variable no
basica cz.
variable no correspondiente variable basica
basica cz B

Fuente: elaboracion propia

8.5.- DUAL

Funciéon Objetivo

Z(Min) = 2400Y, +4000Y, +(0)S, +(0)S, + (MK, + (MK, +(M)K,

Sujeto A:
100Y, +100Y > 150

25Yl + 100Y2>60
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SOLUCION GRAFICA
Grafica 64.
Solucién grafica DUAL

Z (Min)=2400Y1+4000Y2

VerticeOptimo

(1.2;0.3)

Fuente: Grafico obtenido de GEOGEBRA

De acuerdo con el resultado grafico tenemos que:

v,=$1.2 ddlares

v,=$0.3 ddlares

Por lo que:

Z (Min)= 2400(1.2) +4000(0.3) =$4080

Esto significa que, para mantener este costo minimo,
tendriamos que por lo menos vender cada ddlar actual a:
(1+1.2) =2.2 =cada ddlar actual,

Y cada délar mensual en:

(1+0.3) =1.3=cada ddlar para dentro de un mes.
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alimentaria:

Industria

Costos de ingredientes

Episodio: Una empresa de
alimentos estaba
optimizando la formulacién
de un producto (como
cereales o pan) para
minimizar los costos de
produccion mientras cumplia
con restricciones de

nutrientes y sabor.

Descubrimiento dual: El
andlisis dual mostré que
ciertos ingredientes tenian
un costo marginal muy alto
en comparaciéon con otros.
Esto llevd a la empresa a
reformular el  producto
utilizando  sustitutos mas
econémicos sin afectar la

calidad

Solucién analitica DUAL

Aplicando la tabla simplex (método simplex), a este problema

DUAL:

Grafica 65.

Tabla DUAL simplex 1

Investigacién de Operaciones |

Coeficient
Coeficient Variabl € 2400 4000 - (4] G G
e Basicos y 13 Recurs Prueba
€ Basica 5 oB, factibilida
o No i
Basico d
i Basicos gi
CJ
Variables
. S S
Basicas y Y| iz 1 2 | Ki| Kz
No
Basicas
G Ky 100 100 -1 0 1 (o] 150 1.5
G K, -25 100 0 -1 () 1 60 0.6
125 200 -G - G G
ZJ_ G G G
2400 | 4000 | G G 0 0 160-
Prueba Optimalidad C. — Z -125 | -200 210G
J J G G

Fuente: Gréfico adaptado segun Eppen,Gould y Schmidt, 1993.

Grafica 66.

Tabla DUAL simplex 2

Coeficien
te
Basicos y
. 2400 400 0 0 G G
Coeficien No 0
. Prueba
te Variab - factibilid
le Basicos Recurs ad
Basico Basica CJ oB; 2,
i Variables
Basicas y Y, Y, Si| S, K, K,
No
Basicas
G K1 75 0 -1 1 1 -1 90 12
4000 Y, 0.25 1 0 0.0 0 0.01 0.6 2.4
1
z 1000+ | 400 | - | 40 | o | 40-
J +
L B I s G | u00s
90 G
Prueba Optimalidad C. —Z 1400- 0 G 40- 0 40+
J J 75 G G 2G

Fuente: Gréfico adaptado segun Eppen,Gould y Schmidt, 1993.
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Grafica 67.
Tabla DUAL OPTIMA

Coeficient
e
Coeficient Variabl Basicos y 240 400 0 ] G G
= N (0] (0]
€ Basica °
Bééico Basicos Recurs
N o
' < B,
Variables
Basicas y Y1 Y2 S1 Sz Kq Kz
No
Basicas
2400 Y, -1 (0] -0.013 0.01 0.013 -1 1.2
3
4000 Y, 0 1 0.03 - -0.03 0.01 0.3
0.01
3
Zj 240 400 - - 18.66 21.3
0 0 18.66 21.3 7 3 4080
7 3
Prueba Optimalidad C, — ZI 0 0 18.66 21.3 G- G-
b 7 3 18.66 | 21.3
7 3

Fuente: Gréfico adaptado segun Eppen,Gould y Schmidt, 1993.

Analizando el problema Dual anterior (molinos de bolas),
encontramos la relacion entre precios duales y Precios
marginales, indicando la sensibilidad existente en la utilidad al
variar en una unidad la capacidad de un recurso. O lo que era
lo mismo si ameritaba producir o vender el recurso. En el caso
de la cooperativa NUEVO PILO, el resultado del primal indica
cuantas unidades de atarrayas y de piraguas hay que producir
para aprovechar las inversiones que va a hacer la cooperativa
el primer mes y el segundo. Ahora el precio DUAL indicaria
cuanto se recibiria si vendiéramos nuestros recursos, que son
las inversiones en ddlares el primer mes, y ddlares el segundo
mes;

v,=precio de cada délar actual
v,=precio de cada ddélar en un mes

Esto indicaria cuan valioso es para el mercado, el dinero en
circulacién. Lo que se traduciria en cuanto interés tendria el
mercado de divisas en pagar por hacer la inversiéon en otros
sectores de la economia.
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8.6.-CONCLUSIONES

- Se hallaron los valores éptimos del modelo dual o los valores
minimos que estaria a aceptar el director de la cooperativa por
los recursos disponibles.

8.7.-GLOSARIO

Valor presente neto (vpn)

El método del Valor Presente Neto incorpora el valor del
dinero en el tiempo en la determinacion de los flujos de
efectivo netos del negocio o proyecto, con el fin de poder
hacer comparaciones correctas entre flujos de efectivo en
diferentes periodos a lo largo del tiempo.
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Introducciéon

Existen varios programas de optimizacién lineal, no lineal y los que usan otros
algoritmos como los genéticos. Sin embargo, en las empresas es muy importante
el uso del programa Solver del Excel puesto que practicamente cada
microcomputadora de escritorio o portatil tiene Excel y cualquier empleado la sabe
usar.

Instalacion del Solver en Excel 2010/2016.

Normalmente el Solver no estad activo cuando se carga el Excel por que ocupa
memoria. Por lo tanto, lo primero que tenemos que hacer es revisar si tenemos
activo el Solver, seleccionando la pestaia Datos. Si el Solver esta cargado veremos
en el extremo derecho de la cinta:

Indica que el Solver

Fig. 1. Pestafia Datos mostrando el Solver activado. esta activo

\

Hd2-e-3 = Librol - Microsoft Excel =l
Inicio Insertar Disefio de pagina Formulas Datos Revisar Vista o 0 o B 2R
E @ ':.EI Conexiones Al ‘E‘E . i Borra = B [2f validacién de datos ~ 9 Agrupar ~ = ?n. Solver
[ z ' » = =
& 5 Lot ¥ Volver a aplicar = — [f@m Consolidar <@ Desagrupar v =
Obtener datos Actualizar %\ Ordenar | Filtro o Textoen  Quitar 0 e o
externos v todo v os 47 Avanzadas columnas duplicados [EP Analisis Y si &] Subtotal
Conexiones Ordenar y filtrar Herramientas de datos Esquema % Analisis
Al v F | v
A B € D E F G H 1 J K L =
1
2 4

Si el Solver no esté activo, hay que cargarlo, para lo que es necesario hacer lo
siguiente: en la pestafa Archivo seleccionar Opciones y en esta ventana
seleccionar Complementos:

Fig 2. Localizando la opcion Complementos para activar el Solver.

o R —
A e (e TN ”
Archivo Inicio Insertar Disefio de pagina Formulas [ v

e Guardar ’ Sencrl ] 1‘_& Opcio

Libros recientes Eormul
[ Guardar como ormulas
[ Abrir E_[j BSIS: Excel Sheet Revision Opciones de in

C:\Users\Ususario\Downloads

[ cerrar (] Perfil de los grupos de estudia Guardar Mostrar n
[Enl] F\EFMD EPAS\Datos I . [¥] Habilitar
- dioma =
Informacion @ Publicaciones DocentesAdi Combinacién
[Eal] FAEFMD EPAS\Datos Avanzadas
Reciente Estilo de info
() Copia de GraduadogAf Titulad:
1| F:\EFMD EPAS\Dafhs Personalizar cinta de opciones
Nuevo Al crear nuevo:
() j Financiamigdto Barra de herramientas de acceso rapido
: o [t F Usar esta fue,
mprimir ‘zl Sof NAL Complementos Tamad f
Eil| @A Users\Ususario\Downloads fol = Tamanodel
Guardar y enviar ro de confianza "
¥ X Nuevos asesores propuestos Vistdpredete
F ] C:\Users\Ususario\Downloads Incluir este ni
\E j Rankings Universidades
“’ ] Opciones [Exl] FA\EFMD EPAS\Datos P
@ Progresion de Alumnos Adm
B3 satir [Eil] F\EFMD EPAS\Datos Nombre de u

SEN dmrac asanfiasac aner A

[] Obtener acceso rapido a este nimero
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Después de seleccionar Complementos, en |a parte inferior de la ventana aparece
la opcién de Complementos de Excel y para acceder a ellos presionar el botoén /...
Fig. 3. Activacién de los complementos disponibles en Excel.

General

L% Vea y administre los complementos de Microsoft Office.

Formulas

Revision Complementos

Guardar Nombre « Ubicacién
Tiioma Complgmentos de ap.llcaclones ad!vas

Complementos de aplicaciones inactivas
Avanzadas
Complementos de aplicaciones inactivas

Personalizar cinta de opciones

Barra de herramientas de acceso rapido

@RISK6.1
Contenido invisible
Datos XML personalizados

Complementos

Encabezados y pies de pagina

Filas y columnas ocultas

:\...ram Files [x86)\Palisade\RISK6\Risk.xla
\..icrosoft Office\Office14\OFFRHD.DLL
:\...icrosoft Office\Office14\OFFRHD.DLL
\..icrosoft Office\Office14\OFFRHD.DLL
:\...icrosoft Office\Office14\OFFRHD.DLL

Complemento de Excel

Inspector de documento
Inspector de documento
Inspector de documento
Inspector de documento

Complemento:  @RISK6.1

Editor:

Compatibilidad: No hay informacién disponible sobre compatibilidad
Ubicacidn: C:\Program Files (x86)\Palisade\RISK6", i

Centro de confianza

Descripcidn:

[=] [t

Administrar: | Complementos de Excel

[ Aceptar ] [ Cancelar ]

Finalmente, aparece la ventana con los complementos de Excel disponibles, entre
ellos el Solver. Para cargarlo hacemos click en el recuadro Solver y presionamos el
boton Aceptar.

Fig4. Activacién del complemento Solver.

Complementos

Complementos disponibles:

@RISK 6.1 A
@RISK for Excel 5.5

Evolver 6.1

Herramientas para andlisis
Herramientas para analisis - VBA
Herramientas para el euro

Modelrisk

PrecisionTree 6.1

RISKOptimizer 6.1
ROV.RiskSim.RSFunctions

< OOEOEEEEEL

Solvertable

StatTools 6.1

Vose Functions

XLAnalyst Research Version

OEIE

Solver

Es una herramienta que le ayuda a resolver y optimizar
ecuaciones mediante el uso de métodos matematicos.

Después de esto veremos en la pestana Datos el Solver ya cargado.
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APENDICE C

MATRICES
ANALISIS MATRICIAL METODO SIMPLEX

INTRODUCCION.

El propdsito de este apéndice es brindar una explicacion detallada para quienes
deseen profundizar en la teoria que fundamenta distintos procedimientos,
aclarando las razones detrds de cada uno. Muchos de estos procedimientos tienen
un respaldo sélido en las matemaéticas, especialmente en el drea de matrices. Por
ejemplo, la comprension de los valores asociados a los costos indirectos y los
costos de oportunidad en la tabla simplex se facilita mediante su formulacién

matematica.

El ingeniero Juan Prawda, en su excelente obra "Métodos y Modelos de
Investigacién de Operaciones”, volumenes 1y 2, ofrece una explicacion exhaustiva
sobre estos procedimientos. A continuacion, se presenta una descripcién detallada

de los mismos.

ANALISIS MATRICIAL METODO SIMPLEX
El método simplex
Definicion: Se entiende por programa lineal aquel que optimiza
Z =cX

sujeto a

Matricialmente se reescribe al programa lineal como

X
Opt (C,Cy,...,C) ® x;

Xn



suieto a

a1 Q12 .. QAin ;1 > 21
az1 Q12 .. Azn | - 2 2

...................... <
Am1 Am2 a . .
m m mn xn bn
y
X1 0
X2 2 0
x'n 0

Otra forma de escribirlo es

OPtZ = C1X1 + C2X2 + -+ Can

sujeto a

a11X1 + a12X2 + + alan % b1

a21X1 + a22X2 + oo + aZan % bz

am1X1 + am2X2 + + aman

AV
=
3

X, >0, X,>0,..X,>0,

Por Ultimo, también se puede escribir

n

Opt Z = Z CiXi

i=1

sujeto a
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n

- j=1,..,m
Z ¢iXi S bj,

i=1
X; =0, j=1,..,n
Forma canodnica.
Max Z = eX

Sujeto a

AX < b

X =0.
Regla 1

a) Maximizar eX es equivalente a Minimizar - eX.

b) Minimizar eX es equivalente a Maximizar - eX.

Regla 2

a) La desigualdad AX < b es equivalente a la desigualdad —4X > —b.
b) La desigualdad AX > b es equivalente a la desigualdad —4AX < —b.
Regla 3

Todaigualdad de laforma AX = b, puede descomponerse como la interseccién de

dos desigualdades AX < b y AX > b.
Regla 4

a) Toda desigualdad de laforma A X < b puede convertirse en igualdad mediante
la adiciéon de un vector Y, llamado de holgura. El vector columna Y tiene m

componentes, todas ellas no-negativas, es decir

Y17 07
Y, 0

Y = >
Y, ] 0
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b) Toda desigualdad de la forma AX > b puede convertirse en igualdad mediante
la resta de un vector Z, llamado superfluo. El vector columna Z, tiene m

componentes, todas no negativas, es decir:

_Z1 . _0_
Zy 0

Z = =
[ Z ] nl

Regla 5

Una variable no restringida, o sea aquella que puede tomar toda clase de valores

positivos, cero y negativos puede escribirse como la diferencia de dos variables no-

negativas.
Méx Z = C1X1 + C2X2+ +Can
Sujeto a
a1 Xy +apXot .. ta Xy, < by
a1 X1 +azX,+...+a X, < b,
A1 X1 + amaXo+ ...+ A Xy < by,
X, =0, X, >0, X, =0,
donde las columnas de la matriz A se denotaran por a4, a,,... , a, es decir,
[ a11 [ Q12 7 [ Q1n
aszi azz Qon
a; = Ay = yeeQn =
LA m1 LA m2! LA mn-

Teorema 1. El conjunto de todas las soluciones factibles de un programa de

programacion lineal es un conjunto convexo.

Teorema 2. La funcidn objetivo de un programa lineal obtiene su valor méaximo (o

. .23 . :
minimo) en un punto extremo del conjunto convexo de soluciones factibles.



Teorema 3. Si existe un conjunto K < m de columnas de la matriz A, que sean

linealmente independientes, tales como a4, a,,..., a, tal que

Xi*xa+X,*xa, +-+Xp*xa,=0>
Con X;*=0,i=1,..,nb" = (by,b,, .., by)entonces el punto Xx*= (X; X, *
, ey X %,0,0,...,0) es un punto extremo del conjunto de soluciones factibles.

Teorema 4. Sea X = (X1,X3, ..., Xp)un punto extremo del conjunto de todas las
soluciones factibles. Entonces las columnas de la matriz A asociadas con cada
componente X; que sea positivo, i = 1,...,n, son linealmente independientes, con

un maximo de m componentes X; positivas (el resto son
cero).
forma candnica.
MaxZ = cX
sujeto a
AX < b
X=0.

donde A es de orden m porn; ¢, X son vectores renglén y columna respectivamente

con n componentes y b es u n vector columna con m componentes.

Se denotan a las columnas de A por a4, a,,... , a, con m < n. Se considera a la
matriz A partida en dos matrices, una B con m vectores linealmente independientes

y otra N conn — m vectores linealmente dependientes:

Amn = BumNmn-m)
La matriz B se le llamara la base y cualquier vector a; en A que no esté en B, puede

escribirse como una combinacién de los vectores de B. Es decir dado a; € B, f B,

este puede escribirse como

m
aj =Y jng +Yomn, + -+ VY n, = Z Yij i
k=1

y como B tiene inversa B71,
23



Yl == B_l aj.

Considerando las restricciones originales del programa lineal™

AX = b
se tiene que
Xn
s (22) =
BIN) (3
Donde
aiq Aim | A1,m+1 Qin
A = (BlN) = see ouu T T TR aen .....> = (all a2, _“'am am+1‘ "_’an)
am1 Amm 19mm+1 Amn
_ X1

Entonces desarrollando se tiene
BXz + NX y = b.

Si se hace uso de la definicién de solucidon basica factible se tiene que

X, =0
Xy =0
y (2.38) se convierte en
BXz=b
o
Xz =B"1b

que es una solucion basica de AX = b. El vector X se le denomina vector basico y

a Xy, vector no basico. Si se parte el vector de costos o precios unitarios c en
23!
¢ = (cnlen)



¢ = (cn1 Cnzs - Cnm |CB 41, ) CR)
se tiene que la funcidn objetivo puede escribirse

Z =eX

X
= (cnlew) <X—§>

A continuacién se define el escalar Z; como

12 = cgY

donde Y; es el vector columna y c, es el vector de precios o o costos unitarios
correspondientes al vector bésico de decision X, Otra manera de escribir es

m

Zj = z Cn» ij

N=1

= C31Y1,+Cn1Y2j + -+ Cnmymj
donde ( ¢, Cnz,--- 1+ Cum) SON las m componentes de ¢, .

Suponiendo que se empieza con una solucidn basica," se debe demostrar que la

solucién es éptima o que se puede obtener una mejor solucién basica factible.
Se supone que se empieza con una solucién basica factible dada por
BXy =b.

Esta solucidn corresponde a un punto extremo de la region de factibilidad. Si este
punto extremo no es 6ptimo, se debe mover a un punto extremo vecino' con
objeto de mejorar la solucion de la funcidn objetivo. El cambio a este punto vecino
se hace facilmente cambiando un vector de la base B, es decir hay que sacar un
vector de B y reemplazarlo por otro de N. Hay muchas maneras de hacer ese
cambio. G . Dantzig fijo la teoria que justifica el juego de reglas de cambio que
garantiza el mejor incremento en el valor de la funcién objetivo en el caso de

maximizacién, o la mejor reduccién en el caso de minimizacion
24



Se continuacién cuél es esta teoria. Cualquier columna a, de A en N (no en B) puede

escribirse como una combinacién lineal de los vectores de B, es decir

aj = Yn=1Ye ij Ak j j=m+1,..,n

Se supone que el vector que se va a sacar de B, es el at, y que la componente Y;;

de Y] es diferente de cero. Entonées se puede escribir

m
a; = Z Ye,ay + Y a,

1 1 ©
ajzfaj—rZYk,aN Yrj:/:O

] "] k=1
N=r
m
1 Ye,
=—a;— Z—ak Y,; #0
Yrj =] Tj
N=r
Por otro lado, la solucidn bésica factible
BXs; = b

puede escribirse en funcién de las columnas de la base B como

m
Z By, Xprx = b
k=1

donde Xp,, k=1,..,m son las m componentes de Xz Pero

reescribirse como

NgE

ar, Xp, + Ax, Xp = Db

[l
B

=X

Y tommando en consideracién

1 - Y, S
(Taj_ Z—"ak )X, + Zak,xn =b
T

rj
24
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Esta ultima expresién puede reagruparse como

Y, X
Ll) aN_Bar =p

Xg—X
(X5 BYT]_ Y

NgE

1
r

=X

Que es una nueva solucién basica, porque satisface AX = b mas puede no ser

factible puesto que aun no se asegura que Ng[Xg1 X2, ..., Xg] = 0.

En seguida se ve que condiciones son necesarias para garantizar Xz =0, y en

consecuencia factibilidad.

La nueva solucidn bésica puede reescribirse

m
Z ak+ T:b

K#T, Y;#0, k=1,..,m

_ Xpr
Xr = Y_ Yrj * O,

Tj

Para asegurarse que la nueva solucién basica es también factible se recita que el

nuevo vector béSiCO X tehga tOdaS Sus Componehtes no negativas. es deCir
X = [X1'X2 ""XTl ,Xm]
Yy para esto se hace necesario que

_ Y,
szxBr—XBr%zo. K+r, YV.#0, k=1,..,m
rj

Xy _
X, =">o ¥, #0,
Y,

Como X, > 0 se requiere en primer término que Y,; > 0 para que sea no negativo.
En segundo término se tiene que sitodaslas Y,; = 0 K # r,k = 1, ...,m entonces se
garantiza que (2.45) sea no-negativo.

Sin embargo, jque pasariasialgunadelasY,; 20K #r,k =1,..,m?

24;
Para analizar lo que pasa se toma (2.45).



Yij
Xpk—Xpr 7. Y,;>0
rj

y se dividen ambas partes entre ¥;.; > 0

Xpr  Xpr Vi)
— = —. Y>>0 Y., >0
Yo YV, Y "

o lo que es lo mismo
XBk XBr
LBk _ Yo >0 Y. >0
Vi Y J i

Es decir que (2.45) sea mayor o igual a cero es equivalente por este desarrollo, a

decir que

decir que

y para garantizar que se cumpla se requiere que

Xk _ Xor

Y., >0 Y. >0
Yej ~ Y, kj T

J

Esto sélo se puede llevar a cabo si en las reglas del juego, la columna que se

remueve de la base B, satisface la siguiente condiciéon importantisima.

Traducido a otro lenguaje (2.48) significa que si se supiera a priori que columna a;

de N entraria en la nueva base B, entonces el vector de B a remover seria aquel

. X .
cuyo cociente YL"‘ cuando el denominador Y;; >0 es el menos de todos los
kj

posibles m cocientes. El vector que se remueve se denomina r. Recuerde el lector



que todas las componentes del vector Xg, las Xgx k = 1, ..., m son conocida por la

relacion.
Xg = B71b
Y todas las Yy; k = 1, ..., m tambien son conocidad.

Se ha encontrado pues regla que garantiza que el cambio de un vector de B por
otro de N resulta en una nueva solucién factible basica. Como consecuencia de este

cambio se ha construido una nueva base

B que difiere de la base anterior B en un solo vector. Como cada base se asocia a
un punto extremo de la regién de factibilidad, con el cambio de base el proceso se
ha movido a otro punto extremo X, tal que

)?B - B_lb

y el nuevo valor de la funcién objetivo es

ZA - 63}?3
A continuacién, se deduce la regla que permite hacer la mejor seleccién del vector

a; en N que se va a introducir a B. Recuérdese que el valor actual de la funcién
objetivo correspondiente al punto extremo
asociado con la base B es
Z = cgxp
y el nuevo valor Z asociado con la nueva base B
7= ¢gXp
¥ Mas adelante el lector podrd comprobar, que en efecto todas estas cantidades

son conocidas

La Unica diferencia entre B y B es que se ha sacado el vector a, de B y se ha
reemplazado con el vector a; en N, creando asi B. La Unica diferencia entre c y ¢p

se encuentra en la r-ava componente, es decir
cg = (Cp1,Cp2 -+, Con «)Cpm)

Cg = (531»532 24 Cj, ---'EBm)



Entonces
Z == éBXB
— m v
- Zk:l CBxXx

_ ym o o
= XYk=1CprXx t CpiXr
k#T

= Z:}:nzl CBk)?x + CBk)?TI (249)
=T

(2.45)y (2.46) en (2.49) originan la siguiente expresién

. Yy X

_ m X] B

Z = Yk=1Cpk [XBk — Xpry - ] t6o =, Y. #0.
k=T rje rj

(2.50)

Si se nota cuidadosamente, el Unico término faltante en la sumatoria de la expresion

(2.50) es el siguiente:

Y,
Cx (XBk — Xp, —Yx{> =0, Y,;#0.
rjc

que es igual a cero. Si se introduce este término en (2.50) no afecta la expresion y

se obtiene:

m
Y, X
7 =Zch lXBk—XBTYx]l +cj%, Y,; # 0.
T T

k=1 je J
Z = Z CBkXBk — z CBkXBkL']-i- Cj%, YT‘] * 0.
k=1 k=1 rje rJ
X X
S—y7_ BTZ CorXpie + G =2, Y, # 0.
Yrj =1 Yrj
Utilizando (2.40) se obtiene:
N X X
7=72-+ ¢, Y, #0.
Y, Y
. X
=7 (Zj—Cj)%Cj, Yr];tO
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Recapacitando al observar (2.51) se nota que el nuevo valor de la funcién objetivo
Z es mucho mayor en el caso de maximizacién, que el valor inmediato pasado de

la funcién objetivo Z. siy sélo si

X
(Zj - Cj)ﬂ<0, Yrj 0
Y,

En el caso de minimizacién Z<Z siy solo si
XBr

(Zj - C]) Y,r] >0, YT] 0

Para ahorrar palabras, se atiende al caso de maximizar, pues se sabe por laregla 1,

que el problema de minimizar es equivalente. De (2.46) se deduce que el término

XBr

>0 por lo que Z>Z siy solo si

7]
(Zj - Cj)<0,

El mayor incremento Z — Z se conseguird si se elige a la (z; —¢;) con j en N, més

negativa. Es decir, el mejor incremento en el valor de la nueva funcién objetivo se

lograra cuando se seleccione aquel vector a,& B que entrara en la nueva base B,

cuyo z; — ¢j sea el mas negativo.

En resumen: en el cambio de una base B a otra nueva B, es decir de un punto
extremo de la regién factibilidad a otro vecino, se debe sacar un vector a, de By
substituirlo por un vector a, en N, Las reglas del cambio que garantizaran el mejor

incremento en el valor de la funcién objetivo son las siguientes:

Regla de entrada. Selecciénese aquel vector a, no en B (o sea a, en N) que tenga la

zj — ¢j mas negativa j € N.

Regla de salida. Una vez que se sepa que a, va a entrar en la nueva base B, saquese

aquel vector a, en B que cumpla con la siguiente condicién.

Xor _ Min {)ﬂ
YT’j X Yk}

)

Recuérdese que todos los valores zj—c;, Xg,, Y i=1,..,n; k=1,...m; j=

1,...,m son totalmente conocidos. En la ilustracién del método simplex se podra

, - 24
comprobar esta afirmacion.



Ya se sabe, al menos en teoria, cdmo mejorar el valor de la funcién objetivo, pero,
;cuando se debe detener el proceso, pues se ha obtenido una solucién éptima? El

siguiente teorema da la contestacion.

Teorema 2.5. La solucién éptima del programa lineal candnico (2.21) se obtiene

cuando todas las z; — ¢; = 0 para todajen N.

Prueba. Sea X* [X, X5, ..., Xy] = 0 una solucién factible al sistema AX = b' Entonces
X *1g1+ X *35,+, o, + X ¥ gn=0> (2.52)

Z=c1 X ¥+ X %9, + .., X *, (2.53)

donde a; + ay, ...,a, son las n columnas de A. Cualquier vector a, en N, puede
escribirse como una combinacidn lineal de los m vectores de la base B. Recuérdese

que se ha partido a la matriz A = (B|N). Entonces
aj - Z;{nzl ijakj (254)

(2.54) en (2.52) da

m m m
X *— Z Yyap: + X *,— Z Yiap, + - + X %, — z Yinar — b
k=1 k=1 k=1

que una vez reagrupado puede escribirse como

m m m
ZX*X Ylk a1+ ZX*x sz a2+"'+ ZX*X Ymk] am_b
k=1 k=1 k=1

(2.55)

Esta Gltima igualdad expresa al vector b en términos de los m vectores que a; +
a,, ..,a, que forman la base B. Comoesosm vectores son linealmente

independientes, esa expresién de b es Unicay por lo tanto comparando (2.55) con
BXz= b

se tiene que

Xn1 = 2= X %5 Yie i=1,..,m (2.56)

Por otro lado, de (2.36) se deduce que 24



""Recuérdese que las restriccionesde ( 2.2 1 ) estdn dadas como AX < b,por la

regla 4 de equivalencias, se pueden convertie a AX = b.

O

[Yl + Yz, ey le ey Y‘I’l] = B_1 [al + az, ey am, ey an]

implicando que

Donde e; es un vector columna con un uno en la posicién i y ceros en el resto del

vector, es decir

e; =|1| <« posicioni.

Recuérdese que de (2.40)

m
% = § YyjChx,
k=1

pero (2.57) en (2.40) da
Zj = CgCj = Cj, j=1,...,m
y por lo tanto

24!
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para toda j en B. A continuaciéon, se verd qué pasa con j en N. Se parte de la
suposicion que

Zj—¢ 2 0 jenA4,

cuando el programa lineal ha tenido su valor éptimo (esto es lo que se quiere

demostrar). La desigualdad arriba indicada implica
Zj 2 ¢ jenA
O lo que es lo mismo
z*; X *j2 ;X *j, jenA.

Como esta desigualdad se cumple para cada componente |, la siguiente

desigualdad también es cierta
Z1 X k¥t ZpX *#p+ o+ Zp X 2= X *1+ X *p+ -+ X xy= 7 %,

Utilizando (2.40) se tiene

m m m
X = Z Yii1Cpy, + X %= Z YioCpy, + -+ X %= z YinCpx, = Z *
k=1 k=1 k=1

o reagrupando

m
Z X *x le,
k=1

Finalmente comparando (2.58) con (2.56) se tiene

cp + o+

m
ZX * le_] Cp, = Z * (2.58)
k=1

cg1Xp1 t+ gmXpm =Zg = Z *. (2.59)
L a expresion (2.59) significa que se ha obtenido una solucién factible X
X = [Xp, Xy]
X = [Xg, Xz, s Xgmy 0,0, ..., 0]

para la cual todos los elementos z; —¢; = 0 para toda j en Ay la cual produce un
valor de la funcién objetivo Z, mayor o igual a cualquier valor Z* correspondiente

a cualquier solucién factible (o punto extremo). El teorema queda demostrado.

Se puede a continuacion pasar a explicar e ilustrar las reglas del método simplex,
24¢
descubierto por el Dr. George Dantzig.



Reglas del método simplex:

Paso .1 Dado cualquier programa lineal transférmese por medio de las reglas de

equivalencia 1, 2, 3y 5 al programa lineal candnico.
Max Z = eX
AX <D
X =0.

Si se proporcionan Unicamente las reglas del método simplex en relaciéon a la forma
candnica arriba descrita, Se ahorran muchas palabras y ademas se evitan

confusiones al lector.
Paso 2. Re-escribase la funcion objetivo de la siguiente manera
2—eX=0.

Paso 3. Aplicando la regla de equivalencias 4, conviértanse todas las desigualdades
en igualdades. Este paso requerird el uso de variables de holgura. Usando los

primeros 3 pasos, la forma candnica ha sido vertida en

MaxZ — cX =0
AX+X=0b
X=0
X=0
donde X es el vector de variables de holgura. Esto mismo puede reescri- birse
de la siguiente manera:
Z =Xy — Xy — - — Xy =0

11 X1+a1,X; + o+ A Xy + X = b,

a1 X1+0a22X; + -+ apXn + Xy — b,
|
Am1X1 + QpaX2 + - Variables de holgura b




X, >0,X,>0,X,>0,Xp301 20,0, Xpom =0,

Este paso es necesario, pues la adicién de las variables de holgura crea la primera
base B, que resulta ser la matriz identidad. Esto, a su vez, genera el primer extremo

de la regién de factibilidad cuyas cordenadas estan dadas por el vector b.

Paso 4. Constriyase una tabla o tableau con los coeficientes del programa lineal

como la que se muestra en la pagina siguiente.

Este tableau también tendra la siguiente estructura condensada que es equivalente

a la anterior.

Z X, X, .. X, Xnv1 Xnsz o Xpem
1 cg BT'A—c cg B! cg Xp
ap1
Qp>
0 B 1A Bl
Xg
apm

Paso 5. Selecciénese como vector de entrada aquél cuya z; — ¢; se la mas negativa.

Si no hay ninguin candidato de entrada, es decir que:

Variables originales

Valor de la funcién

objetivo asociado a |
Z X1 X Xn Xn+1 Xn+2 Xn+m base actual B
1 2160 2 Zn+1 ~ Cn+1 Zn+2 Zo
- C2 e Z—n - C—n - Cn+2 ase Zn+m
— Cn+m
ap1 0 Yi1 Yi2 Yin Yin+1 Yintz - Yin+n Xp1
a 0 Y21 Y22 YZn Y2,n+1 Y2,n+2 YZ,n+n XBZ e .
B2 25 Identificacio
del punto
extremo
asociado a |:

base actual |




Vectores que
integran la
base actual B

le YmZ Ymn Ym,n+1 Ym,n+2 Ym,n+n XBm

Tableau de programacion lineal

Todas las zi —¢; 2 0 paratoda jen A, la solucion X mostrando en ese tableau es
6ptimo. En el caso de que exista un empate entre varios vectores que puedan ser
candidatos, rémpase el empate arbitrariamente, es decir, seleccidénese a cualquiera

de los candidatos.

Paso 6. Una vez seleccionada la columna a, que entrard a la nueva base,

seleccidnese el vector de salida a, de la base actual utilizando la siguiente regla:

Tj
En el caso de que exista un empate entre varios vectores candidatos, hay que
aplicar las llamadas reglas lexicogréficas' para romper el empate. Una decision
arbitraria puede causar que el proceso cicle continuamente sin alcanzar la solucién
Optima.
En el caso de que todas las ¥;.j del denominador sean negativos, se tiene el caso de

una solucidn no acotada.’

Paso 7. La interseccion en el tableau de la columna que entra y la que sale
determina el clemento picoje Frg. Apliquese operaciones matricianes elementales
1 en el pivote Y;.;, con objeto de convertir a la Columna a, en el vector unitario e, ,es
decir ceros en toda la columna, y uno en la r-ava componente, que resulta ser Y.

Regrésese al paso .

Por ejemplo si la columna seleccionada a entra en la base es la a, y la columna a al

salir es la a,, hdgase al elemento Y,; del tableau igual a uno y al resto de las

25!



componentes de la columna a,, ceros (incluyendo Z; —c¢,) mediante el uso de

operaciones matriciales elementales.

Este paso genera una nueva base B, un nuevo punto extremo Xz y un nuevo valor

de la funcién objetivo Z.
Ejemplo: Resuélvase por medio del método simplex el siguiente problema:

MaxZ= 5000X,+ 3000X,

3 X, + 5 X, <15
5 X, + 2 X, <10
X, > X, >0

0,
El paso 1 ya esta satisfecho. El paso 2 genera
Z— 5000X,+ 3000 X,=0.
1.B A serexplicadas en breve.
1.B A serexplicadas en breve.
1.B véase este tipo de operaciones en el apéndice de algebra lineal (apéndice B)
1.B Yaresuelto por el método grafico al principio de este capitulo.

El paso 3 proporciona la siguiente estructura:

MaxZ— 5000X;+ 3000X, —0
3X1+ 5X2+ X3 =15
5X1+ 2X2 +X4_=1O

X; 20, X,20 X;20 X, 2

25!



Las variables X5y X,, son de holgura. La variable X; representa la diferencia entre
el nimero de Obreros que utilizan en la produccién éptima y los que hay
disponibles. La variable X, representa la diferencia entre el capital que se va a

gastar semanalmente en la produccién éptima y el capital disponible.

El tableau original (paso 4) tiene la siguiente estructura:

Z| X, X, X3 X, Zo
Vectores en
la base 1 Z1—C Zp 0 0 0
—C Zn Cn
as 03 5 1 0 15 | Xp
a, 0l5 2 0 1 10

Comparando este tableau con la siguiente estructura general

Z X, X, X5 X, Z
1 cg B7lA—¢ cg B! Z = cgXp
0 B4 B Xz = B~ b

Se tiene que

=G D= ()= (o)
B _(0 1)’XB_ X, \10 Zo=0,

- 3 5 -
B~'A = (5 2)»CBB '=(Z; =221 — 1) = (0,0),

Cp B_lA —C= (ZZ - Cz,Zl - Cl) = (_5 000, -3 OOO),B = (a3 Ay ),
X3
X X 0
(ot -0
XN Xl X2 0
X7
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APENDICE D

MATRICES

ANALISIS MATRICIAL DUALIDAD

INTRODUCCION.

Como se ha indicado anteriormente el propdsito de este apéndice es brindar una
explicacion detallada para quienes deseen profundizar en la teoria que fundamenta
distintos procedimientos, aclarando las razones detrds de cada uno. Muchos de
estos procedimientos tienen un respaldo sélido en las mateméticas, especialmente
en el drea de matrices. Especialmente en la teoria simétrica y reflexiva de la
Dualidad.

El ingeniero Juan Prawda, en su excelente obra "Métodos y Modelos de
Investigacién de Operaciones”, volimenes 1y 2, ofrece una explicacion exhaustiva
sobre estos procedimientos. A continuacién, se presenta una descripcion detallada
de los mismos.

Andlisis Matricial Dualidad
25!
Asociada a cualquier estructura candnica de programacién lineal (PJ)



Max z = eX
sujeto a
AX<b
X=0, (P1)
que se denomina el problema primario, se define la siguiente estructura *'
MinG = bTY
sujeto a

AY=e'

que se denomina el problema dual.

La siguiente tabla proporciona la descripcion de cada uno de los elementos del
problema primario y dual.

Problema Elemento Dimensidn Caracteristica
X Vector columna con a [Vector de variables
componentes. de actividad
e Vector renglén con a  |primaria.
b componentes. Vector de precios
A Vector columna con  |unitarios primarios.
Primario componentes. Vector de
Z Matriz de m por n. disponibilidad de
o recursos primarios.
Escalar Matriz de
Vector ceros coeficientes
tecnoldgicos.
Funcion objetiva
prinaria.
Y Vector columna Vector de variables
Con m componentes. |de actividades
cr Transpuesta del vector|duales.
e, o sea, vector Vector de
columna con a disponibilidad de
Dual br componentes. recursos duales.
Transpuesta del vector|Vector de precios
b, o sea, vector unitarios duales.
A’ renglén con m Matriz de
5 componentes. coeficientes tec-
| noldgicos.




G Transpuesta de la Funcidn objetiva
@) matriz A, o sea, matriz |dual.

de a por m.

Escalar.

Vector columna con m

ceras.

Antes de pasar a discutir las propiedades y usos de la dualidad, se ven a
continuacién otras formas de dualidad.

Forma 2. Dado el problema primario (Ps) su dual es (D5).

Min Z = eX
sujeto a
AX>b
X=>0 (Ps)
Max G = bTY
sujeto a
A"Y = e”
Y > 0. (Ds)

Prueba. El problema primario (Ps) puede escribirse como
Max —7Z = —eX
sujeto a
—AX < -b
X=0,
y aplicando la definicién de dualidad se tiene

Min — G = —bTY

sujeto a
—ATY > —e"
Y =0,
que es equivalente a sujeto a
Max G = bTY

Sujeto a 2



ATY > e”
Y >0,

Forma 3. Dado el problema primario (P3) su dual es (D3).

Max Z = eX
sujeto a
AX =b
X=0,
MinG =bTY
Sujeto a
A'Y =z e

Y no restringida en signo.
Prueba. El problema primario ( P3 ) puede escribirse como
MaxZ = eX
sujeto a
AX < b
AX =)
X=0,

MaxZ = eX
sujeto a
AX <D
—AX < -b
X=0.

Aplicando la definicién de dualidad, asociando al vector dual W con las
restricciones primarias AX < by al vector dual V con las restricciones primarias
—AX < —b se tiene:

MinG = bTW—bTV
sujeto a

ATW — A% > T



W =0, V=0.
Agrupando se tiene
MinG = bT (W —V)
stajeto a
AT(W =V) = T
W =0, V=0.
Sise hace Y=W-V, W=0, V=0, se tiene que el vector Y es no restringido en
signo, pues:
a)siW >V entoncesY > 0,
b)si W =V entonces Y= 0,
c)siW < VentoncesY <O0.
Por lo tanto, la forma anterior queda
Min G = bTY
sujeto a
ATY = T
Y no restringido en signo.

Forma 4. Dado el problema primario (P4) su dual es (Da).

MaxZ = c X
sujeto a
AX=b
X=0 (Pa4)
MinG = bTY
sujeto a
ATY = T
Y <0. (Da)

Prueba. El programa primario ( P. ) puede escribirse como
MaxZ = cX

sujeto a
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—AX < —b
X=0.
Aplicando la definicion de dualidad se tiene

MinG = —bTW

sujeto a
—ATW = T

W =0.

Haciendo Y = -W se tiene
MinG = bTY
sujeto a
ATY = T
Y <0.

Se resumen a continuacidn los resultados obtenidos en las cuatro formas de

dualidad.

Primario

Max Min

Min Max

restriccion3? < b; variablei > 0

restriccion 32i = b; variable i no restringida
restriccion 32 > b; variablei < 0

variable3?i > 0 restricciéni > c;
variable3? i no restringida restriccioni = c;
variable3?i < 0 restriccioni <

La forma del primario es
MaxZ = cX

sujeto a

X =0,

32 Cuando la funcién objetivo primaria es Mgx Z = cX.



Teoremas concernientes a estructuras primarias y sus duales asociadas

En los teoremas que se prueban a continuacion se hace uso de la forma (P;) y (D1)
o sea

Primario Dual
MaxZ = cX Min G = bTY
sujeto a sujeto a
AX <b ATY = CT
X=0 (Py) Y = 0. (Dn)

Teorema 2.9.Si X y Y son soluciones factibles a un par de programas primario (P1) y
su correspondiente dual (D) entonces

Z=cX <bTY=0¢G.
Prueba. Como X es factible en (P+1), cumple con AX <by X > 0.

Como Y es factible en (D1) cumple con ATY = ¢y Y > 0. Premul-tiplicando AX < b
porY=0yaA'Y >c"porX =0 setiene

YTAX < Y'h=bTY
YTAX = XTATY = XTcT = cX.
De estas dos Ultimas expresiones se concluye que
Z=cX S YTAX<DP'Y =G
y el teorema queda demostrado.

El teorema 2.9 Gnicamente dice que para cualquier par de soluciones factibles (X,
Y) de (P1) y (D1), la funcién objetivo primario es siempre menor o igual a la funcién
objetivo dual.

Teorema 2.10. Teorema de dualidad. Dado un par de problemas primario (P1) y su
correspondiente dual (D) Unicamente uno y sélo uno de los tres siguientes casos
pueden ocurrir.

Ambos programas tienen soluciones dptimas y sus funciones objetivos éptimas son
iguales, es decir, si X° es dptimo para (P1) y Y es dptimo para (D;) entonces
Z*=cX*= bTYy* = G
26



Si el problema primario (P1) no tiene soluciones factibles y el problema dual (D+)
tiene al menos una, entonces, el dual tiene una solucién éptima no acotada y
viceversa, si el problema dual no tiene soluciones factibles y el primario tiene al
menos una, entonces, el primario tiene una solucién éptima no acotada.

Ambos problemas (P1) y (D1) no tienen solucién.
Prueba. Estd dada en el apéndice B (Teorema B-7).

El teorema 2.10 es muy importante porque la informacién generada por la solucién
de uno de los problemas (ya sea el primario o el dual) permite conocer la solucién
del otro, sin tenerlo que resolver.

Teorema 2.11. La formulacién dual de un problema dual genera la representacion
primaria.

Prueba. Considérese el problema primario:

Max Z = 1 X1+ X, + -+ Xy,
sujeto a

a1 X1 +apX; +-+ap Xy, < by

a21X1 + aszz + + aZan S bz

A1 X1+ A Xo, + oo+ apn X < by
x1=20,x, 20, v Xp 20,
cuya formulacién dual es
Min G = b,Y; +b,Y + -+ b, Y,
sujeto a
a1 +aY, ++an Yy, =6

a12Y1 + a22Y2 + + amzym 2 C2

anYs + axpnYo, + ...+ apn¥m = ¢
,>0, Y,>0  ..Y,=>0,
Una forma equivalente del programa dual (D) es
Méx — G = —b, Y, — b,Yy—...— b, Y,.

sujeto a _
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—a1 V7 —anY,— - —amVy, < —¢

—aq2Y; —azYy, — =AYy < —cy
_alnyl - aZnYZ, T amnYm S _Cn
Y; =0, Y, =0, v Y 20,

La formulacidon dual de esta ultima estructura lineal es

Min — Z = —c1 Xy — Xy —...— X,
Sujeto a
—a11X; —apY, — = ai Xy 2 —by
—031X1 — QY = — Ay Xy 2 —by
—Am1X1 — QYo — - — QX = —bp
X, =20, X, =0, o Xp 20,

que es equivalente al programa primario (P). El teorema queda demostrado.
Cualquier otra forma se probaria idénticamente utilizando las reglas de
equivalencia apropiada.

Teorema 2.12. Dado el siguiente par de programas primario y dual

Primario Dual
MinZ = cX MinG = bTY
sujeto a sujeto a
AX = b ATy <7
X=0 (P) Y > 0. (D)

una condicién necesaria y suficiente para que Xy Y sean éptimas respectivamente
de (P)y de (D) es

YT (AX — b) =0
XT (T — ATY) = 0.
Prueba. Como X es factible para (P) y Y para (D) se tiene
ATy < T AX =D

Y >0 X=0
: 26:
o lo que es lo mismo



AX — b >0
¢l — ATy > 0.

Multiplicando a la primera desigualdad por YT = 0 y a la segunda por X™= 0 no se
afecta el sentido de la desigualdad, obteniéndose.

a=Y'(AX—-Db)=0
B =XT(e—-AY) > 0.
Sumando a y B se tiene
a+ pf=YT(AX=b) + XT (T —ATY) = 0
=YTAX - b"Y+cX-YTAX =0
=cX-b"Y =0
O sea
Z=cX =b'Y =G
Pero del teorema 2.9 se tiene que
Z=cX<b'Y=G
por lo que concluyendo que
Z=cX=bTY=¢G
Concluyendo que
a+pB=eX—-bTY =0
Como se supuso,a =0 yf = Osetienequea=0ypB =0

El teorema queda demostrado. Este teorema recibe el nombre de teorema de
holgura complementaria débil.

Teorema 2.13. Dado un par de programas primario y su correspondiente dual se
tienen las siguientes implicaciones:

a)Y >0 implica ATY =T
b) AX >0 implica X =0
c)X >0 implica
d)ATY > T
AX=0b
implica Y =0
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Prueba. Se obtiene directamente de la aplicacion del teorema 2.12.

Las relaciones (a), (b), (c) y (d) del teorema 2.13 deben ser ciertas para cualquier par de soluciones
Optimas Xy Y de un programa primario y su correspondiente dual, respectivamente. Puede darse
el caso de que Y =0y AX = b, o que X = 0 y ATY = ¢'. El siguiente teorema, llamado de holgura
complementaria evita lo anterior, es decir que no puede ocurrir simultdneamente que X =0y ATY =
cLoVY=0yAX =bh.

Teorema 2.14. Teorema de holgura complementaria. Dado un par de programas, primario y su
correspondiente dual con soluciones factibles, entonces existen soluciones éptimas X y Y tal que

(AX—b) +YT >0

"= ATY) + X7 > 0.
Prueba. Aparece en el apéndice B (teorema B-8).

El teorema 2.14 implica que

a) si (AX—-b)=0 entonces Y >0,
b) si Y=0 entonces AX — b >0,
c) si (cT—-A4Ty =0 entonces X >0,
d) i X =0 entonces cT=ATYy > 0,

Soluciéon de problemas duales

La solucion de un problema lineal primario por medio del método simplex, resuelve implicitamente
el problema dual.

Supdngase un problema primario en forma candnica

MaxZ = cX
sujeto a
AX = b
X=0

Supdéngase que la matriz de coeficientes tecnoldgicos A se ha partido en un base B y el
complemento de la particion N. Es decir

A = (BIN).
Entonces el programa primario anterior puede escribirse
MaxZ = cgX g+ cyXy
86

sujeto a

BXB+NXN = b



XB = OPXN = 0.

La solucion de este problema, como ya se sabe, consiste en hacer al vector Xy que no esta en la
base igual a cero y resolver el vector basico

Xp entérminos de la base B, es decir Xz = B~1b. La funcién objetivo se convierte entonces en
Z = CBB_lb.

La funcidn objetivo dual como se vio anteriormente es

pTY = YTh 1 cg B7'A—¢ cg B! cg B™'b
0 B~ 1A B~ 1 B~ b

En condiciones de
optimalidad, la funcién objetivo primaria es igual a la funcién objetivo dual, es decir

¢y B~b = 77,

donde B! es al inversa de al base 6ptimaB, ¢z es el vector de los precios unitarios correspondientes
al vector bésico éptimo Xp (Xz = B™'b) y Y es el vector dual éptimo. De la Ultima igualdad es
concluye por analogia en ambos lados de la igualdad que:

0T _ » p-1
Y' =¢éz B,
La estructura inicial de un programa lineal, al aplicar el método simplex es

Variables Variables de

Z originales holguras
1 -C 0 0
0 A 1 b

y tras cada iteracion la estructura se convierte en
Zj— Cj Zj— Cj
correspondientes correspondientes
alasvariables  alas variables

originales de holguras

Se ha identificado el lugar donde queda representada implicitamente la solucién del problema
dual. La solucién éptima del problema dual queda inscrita en la posicion zj— ¢ ; correspondiente a
las variables X de holgura.



Interpretaciones econémicas de las variables duales

Se ha visto que

~ A~

Yzé\BB_l

donde B! es lainversa de la base éptima B correspondiente a un programa primario. Multiplicando
ambos lados de la igualdad por la base 6ptima B se tiene

N

= CB B_lg

o

?T
?TB ES CB'

Como B esta compuesta por m columnas a; de A, laigualdad anterior puede expresarse en términos
de las componentes a; de la base de la siguiente manera:

sT ]
Y'a; =cpj,jenB

donde Y es el vector de las variables duales. La ultima igualdad es equivalente a la definicion de z;
dada con anterioridad, y que era

Z.

_ 0T ,.
j—Y a;.

Si se toma el vector de recursos b y se incrementa en una pequefisima cantidad® Ab, tal que al base
6ptima actual B no cambie, la 3° Ab, es un incremento vectorial

nueva solucion X, seguira siendo éptima, si es que cumple la siguiente condicidn:
Xz = B7'(b+ Ab) > 0.

Como al base B no ha cambiado, tampoco ha cambiado B~1, ni tampoco las zj— c j, es decir

A~

— . = -1 JR— . ]
zi—cj = cgB7'a; —¢j, paratoda jeA

sigue igual que anteriormente.
La funcién dual, sin embargo, si ha sufrido un cambio, pues ahora
G=Y"(b+Ab)
= YTb+YTAb
=G+YTAb
=Z+YTAb,

donde G es el valor éptimo dual o primario anterior. Esta Ultima igualdad indica que un pequefio
incremento en el vector de recursos ha cambiado el valor éptimo de la funcion objetivo dual, y por
lo tanto, de la funcién objetivo primario. Ese cambio es YTAb. Si el cambio en el vector b es unitario,
la funcién objetivo cambiard en Yunidades, es decir, que si la componente b; (i = 1,...,m) de b,
sufre un cambio unitario, la funcién objetivo sufrird un cambio de Y; (la i-ava componente del vector

dual,i=1,....m)unidades. Resumiendo 88



0z

9Yl:a_b,

Es importante notar que esta interpretacion econémica es valida unicamente para cambios unitarios
en el vector b, ya que éstos no afectan por lo general la estructura de al base 6ptima B.

Los cambios que no son unitarios es analizaran en la seccién que a continuacién se presenta bajo
el nombre de analisis de sensibilidad y programacién paramétrica.

Este tipo de interpretacion econémica de las variables duales se conoce con el nombre de precios
sombra.

Se sabe que a mide la cantidad de recurso i que absorbe unaunidad de la actividad |.

m
Entoncesz a;; Y, cuantifica el costo econémico de utilizar |a actividad X;, evaluada de acuerdo
i=1
con los precios sombra ¥;, i = 1,...,m. Las restricciones duales aseguran que en el punto éptimo no

se utilizard una actividad X;cuya utilidad ¢; X; sea menor a su costo econémico Zm a;; Y%
i=1
SibienY;i=1,...,mes el precio sombra del programa
Max eX
sujeto a
AX <D
X =0.
cuya interpretacién econdmica se dio en los parrafos anteriores, X;,j =1, ..., n es el precio sombra
del programa
MinbTY
sujeto a
ATy <cT
Y = 0.

En este caso X, j = 1,....n mide el cambio en el valor de la funcién objetivo Y%, b; ¥; debido a un
cambio margina®” en el valor del costo unitario c;.

3Esto quiere decir que el proceso forza a todas las actividades X, cuya utilidad sea menor a su costo
econdmico, a ser no-basicas (X; = 0,j € N ), mientras que, aquellas actividades cuya utilidad sea
por lo menos igual a su costo econdmico, seran basicas (X; = 0,j € B) en el punto éptimo.

37 El cambio marginal puede ser en aumento o disminucién del valor original.
Método dual simplex

Una de las aplicaciones inmediatas de la propigglad de dualidad, es en la soluciéon de aquellos
programas lineales que tienen mas restricciones que variables. Como el grado de dificultad y el
numero de iteraciones del método simplex estéd en funciéon del nimero de restricciones y no en el



nimero de variables,® siempre es bueno resolver por el método simplex aquellos problemas
lineales donde en la matriz A de m por n, m sea menor a n. En el caso contrario de que m sea mayor
a n, resol- viendo la formulacién dual se tiene un nuevo programa lineal en donde el nimero de
filas de AT es menor que el nimero de columnas.

La segunda aplicacién de la dualidad es en la interpretacion econdmica de los cambios marginales
en el vector de recursos b y sus efectos en el valor de la funcién objetivo. Estos cambios y sus efectos
se analizardn con mas detalle en la siguiente seccién de éste capitulo.

Una tercera aplicacién de la dualidad es la solucién de problemas lineales por medio de un nuevo
algoritmo Ilamado el método dual simples, que se explica a continuacién. Una vez explicado este
método se compara con el método simple y se ve en qué casos conviene utilizar uno y en qué casos
otro.

Dado un programa lineal primario y su correspondiente dual

Max Z = eX
sujeto a
AX < b
X=0 (P)
Min G = b"Y
sujeto a
ATY > T
Y =0,

se resumen los pasos del método simplex.
Paso 1. Se seleccionard m de las n columnas de A en cada iteracion para construir la base B.

Paso 2. Se utilizan operaciones matriciales elementales en cada iteracién para hacer todos los
elementos z;— c jen B igual a cero y convertir a la base B de m por m en una matriz identidad. El

lado derecho del tableau identifica en cada iteracién al punto extremo, dado por X, = B~ 'b y éste
vector debe ser no-negativo. Si al empezar el proceso iterativo no se puede tener una base cuya
estructura corresponde a una matriz identidad, se agregan tantos vectores artificiales como sea
necesario.

38 El tamarfio de la base queda determinado por el nimero de filas de la matriz A.
(D)

Paso 3. El vector a, que se selecciona para entrar a la base es aquel cuya z;— ¢ jno en B, sea el mas
negativo. El vector a, que sale de la base se selecciona en base a una regla que

asegura que se mantiene X, = B~1b > 0. 90



Paso 4. La columna a, se convierte en el vector unitario ¢, con la componente Y, (llamado "pivote”),
igual a uno. Estos cambios que convierten al vector a, en el vector c,, se llevan a cabo mediante
ope- raciones matriciales elementales. Se repite el paso 3, hasta que todos los elementos zj—c; >
0, paratodajenA.

Es importante hacer notar que en todas las iteraciones del método simplex se mantiene la

factibilidad primaria, es decir, queXg = B~'b > 0,y que al alcanzar optimalidad z;— ¢ ; > 0 para toda
P g B VAS! P j j P

jen A. La solucion éptima presenta factibilidad primaria y factibilidad dual.

Para ver que zj— c; = 0, en A, significa factibilidad dual se observa lo siguiente:
zi—c;=cg B laj—c;
=Y"a;—c;
Sizj—cj =0, paratodajenA, eso significa que
YTa;—c; >0, paratodajenA,
YTa; > ¢, paratodajenA,
o en notacién condensada

YTA>c

ATY = (T
que es precisamente la factibilidad dual.

Asi como en el método simplex se requiere que en cada iteracién exista factibilidad primaria, es
decir, Xg = B™'b > 0, asi en el método que se explica a continuacién se requiere que en cada
iteracion exista factibilidad dual, es decir zi—c; = 0 para toda j en A. Los pasos del método dual

simplex son los siguientes:
Paso |. Empiece con un tableau donde todas las zj— c; = 0, para toda j en A.

Paso 2.SiXp = 0 paratodai = 1,...,m, el tableau actual es éptimo. Si no, selecciénese como vector
de salida de la base, aquél cuyo correspondiente Xg, sea el mas negativo.

Paro 3. El vector a,, de entrada serd aquél que satisfaga la siguiente regla

Zy — Cx Max{Zj_ Cj |Y }
— v |Yij<oj-
Yii J

Paso .4 La columna a, se convierte en el vector unitario ¢, con el pivote Y;; igual a uno. Los cambios

Yi j=1,..n

se llevan a cabo con operaciones matriciales elementales. Regrésese al paso 2 y repitase hasta que
las condiciones de optimalidad se cumplan.

Si durante la aplicacién del paso 3, todos los e$¢mentos Y, = 0 , el programa original no tiene
solucién.®



Notese que existe factibilidad dual, pues todas las zj—c; > 0, paratoda j en A. La solucién actual
no es éptima pues Xz £ 0,. Se selecciona al vector a; como el vector que sale, pues Xp, = —6 es el

mas negativo.
Para seleccionar al vector que entra se usa la regla®
37 Otra manera de detectar problemas sin solucién.

“0El elemento Vg, , resultaserel Y;,.

— Ma
Zy — Cy ax {Zj —Cj
YB4f

)B j }
Y 4] <o)
Byx j=1,..n

Una vez que se halla resuelto un programa de programacion lineal, puede darse el caso de que uno
o varios parametros de la formulacién original, tales como los precios unitarios o la disponibilidad
de ciertos recursos cambien, dando origen a un nuevo problema. ;Es necesario en ese caso volver
a resolver el problema desde el principio?

La respuesta es, afortunadamente no. Se dice afortunadamente, porque en términos de iteraciones
y por consiguiente en tiempo de computadora existen métodos, llamados de anélisis de
sensibilidad, que permiten ahorrar muchas iteraciones, al resolver el nuevo problema partiendo de
la solucion dptima del problema original. El ahorrar iteraciones implica un ahorro considerable en
los costos de utilizacién de una computadora.

El nuevo problema puede diferir del original en uno o varios de los siguientes cambios que pueden
ocurrir simultdneamente.

c) Cambio en el vector b, o sea, cambios en la disponibilidad de recursos.

b) Cambios en el vector c, o sea, cambios en los precios o costos unitarios.

c) Cambios en la matriz A, o sea, cambios en los coeficientes tecnoldgicos aj.
d) Cambio en el vector X, o sea, cambios en el nimero de actividades, cuyo nivel debe decidirse.
e) Cambios en el nimero de restricciones del sistema lineal a optimizarse.

Los primeros tres cambios pueden ocurrir en forma discreta o continta. El cambio discreto tanto en
los vectores b, c 0 en los elementos a de A, significa que una o varias componentes originales de
dichos vectores o matriz son reemplazados por nuevas cantidades. El cambio continuo es aquél en
donde los vectores b, aj;, ¢ sufren cambios descritos por

b+ 6Ab ,—00 < f < oo,
c + alc ,—00 < a < oo,

a,+yAg;jjey, ,—0 <y < o,
92



En donde Ab, Aaj, Ac de son vectores, respectivamente con las mismas dimensiones que los
vectores b, aj, cy, 8, a son escalares que pueden tomar cualquier valor real. El anélisis de sensibilidad
que estudia los cambios continuos se llama programacion paramétrica.

Se describen primero los cambios discretos y después los cambios continuos.
Andlisis de sensibilidad para cambios discretos

La estructura del tableau inicial de cualquier programa lineal de forma candnica es:

Variables Variables
originales De holguras
Z X,  X,..X, Xpir o Xnam
1 -C 0 0
0 A 1 b
La estructura del tableau éptimo es:
10 7 Zn+1 ~ Cn+1 - Znim
—Cy o Zp—C — Cpim
1 cg B71A-¢ cg Bt Z = cgXp
0 B~'A B! Xz = B~ 'b

Por facilidad de notacién se va a representar al vector dual ¢z B! por II, que tiene como sus m
componentes a

=l I,,.. 1,

Il =cg B~1.
El tableau 6ptimo puede escribirse como
01 IHA—c 1 o X5
B~ A B! B~ b

El anélisis de sensibilidad se basara en el manejo de esta Ultima estructura. Se analiza a continuacion
cada uno de los cambios.

a) Cambio del vector b

Supdngase que el problema original (PO), cuya solucién éptima se tiene a la mano, es
MaxZ = cX

sujeto a

AX

IA
Sy

X=>0. (PO)
Se cambiara en forma discreta el vector b, cuyo nuevo valor serd b +Ab, donde Ab es un vector con
m componentes. El nuevo problema (PN) a resol\_g’gr es

MaxZ = cX



sujeto a
AX < b + Ab
X=0. (PN)

El anélisis de sensibilidad para este tipo de cambio toma como punto de partida la solucién éptima
de (PO). Supdngase que B! es la inversa de la base éptima asociada a (PO). Entonces la solucién
optima

El anélisis de sensibilidad para este tipo de cambio toma como punto de partida la soluciéon éptima
de (PO). Supdngase que B™! es la inversa de la base éptima asociada a (PO). Entonces la solucién
optima de (PO) es

Xs =B 'h>0

Z = CBXB
Al cambiar b a b + Ab, el vector Xs. cambia a uno nuevo Xz dado por;
Xz = B7Y(b + Ab)

Si Xz = 0, entonces seré la nueva solucién dptima de (PN). Para que Xz = Oes necesario que
B™'(b+Ab) =0 .si B™* (b+ Ab) £ 0, entonces Xz no es factible y habra que usar el dual simplex
para restaurar la factibilidad y de hecho la optimalidad de (PN). El dual simplex, en caso de usarse,

deberé aplicarse al tableau éptimo de (PO), cam biando la columna X5 por la nueva Xp .
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